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3. L'équation (2) prend une forme remarquable quand on 
y introduit la perpendiculaire p abaissée de Forigine sur 
la tangente à la trajectoire. En eflet, les triangles sem- 
blables donnent 

ds r , r'^dB 

-y-.z=z-9 OU ds=z , 

rdQ p p 

d'où l'on tire, en faisant usage de l'équation (1) ^ 

ih c 

ce qui donne d'abord cette conséquence remarquable que, 
dans tout mouvement produit par une force passant par un 
point fixe, la vitesse en un point quelconque de la trajec- 
toire est en raison inverse de la distance du point fixe à la 
tangente. 

Substituant cette valeur de t^ dans l'équation (2), elle 
devient 

(5) -;=pj~2 / tfdr. 

C'est l'équation de la trajectoire dans un système particu- 
lier de coordonnées. 

4. Supposons, en second lieu, que le centre d'action 
soit mobile. Nous avons démontré , dans la première partie 
du cours, que toutes les propriétés du mouvement absolu 
subsistaient pour le mouvement relatif, en substituant par- 
tout aux quantités absolues les quantités relatives. Les for- 
mule» précédentes subsistent donc en considérant x iè\ y 
comme les coordonnées du point M par rapport à des axes 
passant constamment par le centre mobile, et se mouvant 
parallèlement à eux-mêmes^ r comme la longueur de la 
droite qui joint à chaque instant ce centre au point maté- 
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rîel 5 comme l'angle que cette droite fait avec Taxe des x\ 
et enfin (f comme la force accélératrice relative du point 
matériel, c'est-à-dire comme la résultante de la force accé- 
lératrice absolue qui y est appliquée, composée avec une 
force égale parallèle et de sens contraire à celle qui détermi- 
nerait un mouvement identique à celui du centre mobile. 
Nous allons donner quelques^ exemples des formules qui 
viennent d'être établies. 

S. Premier exemple. Un point décrivant une ellipse 

par Faction d'une force dirigée vers son centre, trouver 
f expression de cette force. 

Il est facile de reconnaître d'abord que toutes les condi- 
tions de la question sont compatibles. Car on peut toujours 
obliger un point à se mouvoir sur une courbe quelconque^ 
et de telle manière que les aires décrites par le rayon vec- 
teur mené d'un point fixe quelconque au point mobile 
soient proportionnelles au temps. On peut donc toujours 
supposer qu'un point mobile décrit une courbe donnée 
quelconque , par l'action d'une force dont la direction passe 
par un point fixe quelconque. 

Cela posé, soient ia^ a 6 le grand et le petit axe de cette 
ellipse. Prenons son centre pour pôle et comptons les an- 
gles à partir du grand axe ; l'équation de cette courbe sera 



/ 1 \ » fl' sin' ô -h Z>' ces' f à* — h^ . , ^ 



l 



d'où, en différentiant, 

i ' r a^ — b^ 
(b) rr ^= — -TT-sinôcosÔ. 

Si nous exprimons le second membre en fonction de r au 
moyen de l'équation (a), nous tirerons de l'équation [b) 
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-— - en fonction de r 5 et en le reportant dans la formule gé-r 

nérale (3) , nous aurons la valeur de f(fdr^ et, par suite , 
la valeur de (f en fonction de r. 
Or Téquation [a] donne 

«^^' ^ = (^rr-^' et, par suite, cos^ô=^-A— ^. 
L'équation ( b ) donne , en substituant ces valeurs , 



i- ' 






En reportant cette expression dans la formule (3), on 
trouve 

et, en diiSérentiaut par rapport à r, 



c^ r 



"^ ~ à" b^' 

m 

Ainsi, dans ce mou vendent, la force émanant du centre 
sera proportionnelle à la distance au centre , et elle sera at-i 
tractive, puisque la valeur trouvée pour (f est positive. 

D'après le principe des aires, le point mettra toujours le 
même temps à parcourir l'ellipse entière, à partir d'une 
quelconque dç ses positions. Désignons ce temps par T» 
Comme la constante c représente le double de Taire dé- 
crite par le rayon vecteur dans l'unité de temps, {cT sera 
l'aire totale de rellipse , et l'on aura 

{cT = itaby d'où T = ^ » 
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Si Ton veut introduire la durée de la révolution dans Tex- 
pression de la force , on obtiendra 

•T2 






Si , au lieu d'une ellipse, on avait considéré une hyperbole, 
on aurait trouvé une force répulsive agissant suivant une 
loi semblable. 

6. Réciproquement* — Si un point est attiré vers un 
centre fixe par une force proportionnelle à la distance, il 
décrira une ellipse dont ce point fixe sera le centre. 

En effet, concevons une ellipse qui ait pour centre le 
point fixe, qui passe par la position initiale du mobile et 
soit tangente à la direction de sa vitesse initiale. Ajoutons 
enfin, pour déterminer complètement la courbe, cette der- 
nière condition que, dans la position initiale, la force at- 
tractive donnée, estimée suivant la normale, ou la force 
ci'ntripète, soit égale au carré de la vitesse initiale qui est 
donnée, divisé par le rayon de courbure en ce môme point. 
Ce rayon sera ainsi connu, et l'on aura assez de conditions 
pour que Tellipse soit déterminée. 

Cela posé, si Ton oblige, d'une manière quelconque, le 
point partant de son état initial , à se mouvoir sur cette el- 
lipse, de telle sorte que les aires décrites par le rayon vec- 
teur mené du centre, soient proportionnelles au temps, la 
discussion précédente prouve qu'il sera sollicité par une 
force dirigée vers le centre, et proportionnelle h la distance. 
Mais cette force ne sera autre que la proposée. En effet, elle 
est dirigée vers le même point , elle suit la même loi , cl elle 
a la même valeur au point de départ, puisqu'on a détermine 
le rayon de courbure de l'ellipse par cette condition . Cette el- 
lipse sera donc décrite en vertu de la force donnée. Et , par 
conséquent, une force qui attire un mobile vers un centre 
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fixe proporlionnellement à la distance à ce point, fait dé- 
crire une ellipse dont ce point est le centre. 

Ce mouvement présente une particularité qui mérite 
d'être remarquée. 

Nous avons reconnu dans le problème précédent que la 
force ç) se trouvait exprimée par la formule suivante au 
moyen de la durée T de la révolution entière : 

Si Ton désigne par ^ sa valeur à Tunité de distance, on 
aura 

j, = _, clou 1=-^. 

Ce qui montre que la durée de la révolution est indépen- 
dante des circonstances initiales qui déterminent Tellipsc 
particulière; elle ne varierait qu'avec la constante fji qui 
mesure Tintensité de la force attractive à l'unité de dis- 
tance. 

7. Solution analjUque de cette seconde question, — 
Traitons maintenant par l'analyse cette question récipro- 
que, et proposons-nous de trouver la courbe que décrit un 
point attiré ou repoussé par un centre fixe proportionnel- 
lement à la distance à ce eentre. 

On a, d^ns ce cas, (f z=z fir^fi étant positif dans le cas de 
V^ttractiou , et négatif dans le cas de la répulsion : l'équa^ 
^ion (3) donne, en représentant par c' une constante arbi-i 
traire, qui sera déterminée par Tétat initial, 

di , 

-f- _: - 4 /_ f*!! _ i. 4- , ,.' • 
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en posant I ~| = z, on lire 

dz dz 

±2rfe = 



d*oà , en intégrant et désignant par a une constante arbi- 
traire qui résultera des valeurs initiales de r et 6, 



±2(0 — a)^ arc ces 



Si , pour plus de simplicité^ on compte les angles à partir 
de la direction qui fait F angle a avec Taxe primitif, il 
faudra remplacer — a par 9, et Téquation précédente 
devient , en prenant les cosinus des deux membres , 

= ces 2 Ô , 



d'où 



v/ 



c"-^ 



== c'— \/^"— 4 (cos'Ô — sin' <^) = — ,• 



Multipliant par /'', il vient 



OU 

Or, si [i. est positif, les coefficients de x^ et y^ sont de 
même signe, et la trajectoire est une ellipse ayant pour 
centre le point fixe, comme nous l'avions démontré syn- 
thétiquemcnt. Si y- est négatif, cVst-à-dire si la force est 
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répulsive, les coefficients sont de signes contraires, et la 
courbe est. une hyperbole ayant encore le point fixe pour 
centre. 

Dans ce dernier cas le mouvement n'est pas révolutif, et 
le point reste évidemment sur la même branche de l'hy- 
j:>erbole. 

8. La question que nous venons de traiter présente une 
circonstance dont on peut profiter pour obtenir directe-r 
ment les valeurs des coordonnées j: et j^ en fonction de 1 5 
ce qui donne la solution la plus complète de la question , 
puisque l'on connaît alors la position du mobile à chaque 
instant, et que tous les autres éléments du mouvement 
en dérivent immédiatement. Les équations générales du 
mouvement d'un point deviennent, en supposant (f = [xr^ 

Les variables x et y étant séparées, on peut intégrer 
chacune de ces équations , et Ton connaîtra x et j* en fonc^ 
tion de t. On trouve d'abord, en supposant fx positif, 

j: = A sin ^. \/jÂ -4- B cos /. v^, 
y =z A'sin t. sj^- -f- B' cos r. v/f*. 

Prenons pour axe des x la ligne qui joint l'origine à la 
position initiale du point : désignons par r^ la longueur 
de cette ligne, par f^o la vitesse initiale, par a l'angle 
fornaé par la direction de cette vitesse et celle de la droite 
menée de la position initiale vers l'origine. Enfin , pre- 
nons l'axe des j du même côté de l'axe des x que la direc- 
tion initiale de la vitesse. On devra avoir pour f = o les^ 
conditions 
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Les quatre coefficients A , B, A', B' seront déterminés par 
là, et ron aura, par suite , 

Po COS a 

•^ — T=^~ sin . r v^ -f- To COS . f Vf* > 

Po sin a 

r-^ --^sin.rvV. 

Ces équations renferment la solution complète du pro- 
blème. Elles donnent pour x et y des valeurs pério- 
diques, et la durée de la période est pour l'une et l'autre 

-r=» comme nous l'avions déjà trouvé. 
En éliminant t entre elles, on trouve 

(xsin a -J-/COS a)* -h *-~ j' = r] sin' a. 



% 



Ainsi, lorsque ii est positif, c'est-à-dire quand la force est 
attractive, la courbe décrite est une ellipse dont le point 
fixe est le centre. Cette ellipse se réduirait à un cercle si 
Ton avait 



« = ^' ^t *'î = p'-;- 



Si fx est négatif , c'est-à-dire si la force est répulsive , les 
sinus et cosinus sont remplacés par des exponentielles; 
mais on peut se servir du calcul qui vient d'être fait, et 
opérer la transformation dans les résultats. L'équation de 
la trajectoire devient, par le changement de signe de fx, 
celle d'une hyperbole ayant le même centre, et les valeurs^ 
de Jî et j^ prennent la forme suivante : 

/ro PoCOSaN tyffl / r^ p«cosa\ ■—ty/'iî 



y 
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Elles ne deviennent infinies que lorsque t lui-même le 
devient ; ainsi le point mettrait un temps infini à parcourir 
la branche d^hyperbole sur laquelle il se trouve au com- 
mencement du mouvement. 

9. Deuxième exemple. — Un point matériel décm'ant 
une section conique par V action d^une force dont la 
direction passe constamment par un foyer de cette 
courbe y trouver l'expression de cette force. 

Quelle que soit cette section conique, son équation 
polaire peut être mise, conmie on sait, sous la forme 

■rr- ^ 



1 -h e ces ô 



p désignant le demi-paramètre, e Tcxcentricité ; un foyer 
de la courbe étant pris pour pôle, et les angles étant 
comptés à partir de Taxe du côté, du sommet le plus voisin. 
La courbe sera une ellipse , une parabole ou une hyperbole, 
suivant qu'on aura 

^<^I, 6'=I, tf^l. 

L'équation de la courbe donne 



d'où 



I I 

r p 


A- 

• 


f cosd 

9 

p 


r 




e sio 



rfG p 

Si Ton veut, comme dans l'exemple précédent, faire usage 
de la formule (3), on y reportera cette expression, dans 
laquelle on remplacera d'abord siu 6 par sa valeur en r^ 
tirée de Téquation de la courbe, et Ton trouvera ainsi 

'^ ^ pr 2/7' 
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d'où 

Ce qui apprend d'abord que la force est attractive vers le 
foyer, puisque la valeur de ç est positive; et ensuite que 
son intensité varie en raison inverse du carré de la distance 
à ce point. 

Il aurait été plus simple , dans le cas actuel , de fai re 
usage de la formule (4). En effet, l'équation de la courbe 
donne immédiatement 

r € cos 

et, reportant dans Téquation (4)? on obtient 

•? — ";• 

Nous ne développerons pas ici cette question , qui se repro- 
duira bientôt à l'occasion du mouvement des planètes. 

10. Réciproque, — Cherchons maintenant toutes les 
courbes que pourrait décrire un point attiré vers un centre 
fixe en raison inverse du carré de la distance. 

Nous nous bornerons pour le moment à donner une so- 
lution synthétique de cette question. 

Nous concevrons une section conique dont le point fixe 
serait un foyer, qui passerait par la position initiale du 
point, et serait tangente à la direction de la vitesse initiale 
et du même côté que le point fixe *, enfin nous achèverons 
de la déterminer en ajoutant la condition que le carré de 
la vitesse initiale divisé par le rayon de courbure au point 
de départ soit égal à la force connue qui agit en ce point, 
estimée suivant la normale. 

Cette dernière condition fait connaître le rayon de cour- 
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bure, et la section conique est complètement déterminée et 
unique. Nous verrons tout à Theure comment on peut la 
construire avec ces données et reconnaître son espèce. 

Cela posé, imaginons un point assujetti à se mouvoir 
sur cette courbe avec la même vitesse initiale que le point 
en question, et de telle manière que son rayon vecteur 
partant du point fixe décrive des aires proportionnelles au 
temps. D'après la proposition précédente, la force qui agira 
siir ce point sera dirigée vers le point fixe, et sou intensité 
sera en raison inverse du carré du la distance ^ de plus , il 
partira de la même position que le point proposé, et sa 
vitesse initiale sera la même en grandeur et en direction; 
enfin l'intensité de la force dirigée vers le point fixe sera 
la même au point de départ; car sa composante suivant la 
normale commune est égale au carré de la vitesse commune 
divisé par le rayon de courbure qui est le même. Donc la 
force à laquelle sera dû le mouvement sur cette section 
conique sera identique avec celle qui est donnée. Et comme, 
en Vertu de cette force, le point en question, assujetti aux 
conditions initiales données, a son mouvement complète- 
ment déterminé, ce mouvement ne peut différer de celui 
qui a Heu sur cette section conique. 

Ainsi , un point attiré "vers un centre fixe en raison in- 
verse du carré de la distance se meut nécessairement sur 
une section conique dont ce centre est un Joyer, 

H . Il reste à déterminer celte courbe d'après les données j 
qui sont le foyer de la courbe , ou de la branche de courbe 
s'il s'agit d'une hyperbole, un point et la tangente, ainsi 
que le rayon de courbure eii ce point ; ce rayon de cour- 
bure devant être situé du même côté de la tangente que le 
foyer. 

Soient F (fig* i) le foyer, M le point donné, PQ la tan- 
gente, et O le centre de courbure. Qn sait qu'en abaissant 
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de O une perpendiculaire OH sur MF, puis une seconde 
de H sur la normale , le pied R de cette dernière appar- 
tient à l'axe principal qui contient le foyer. Joignant donc 
FK, on aura la direction de cet axe 5 et le second foyer 
sera donné par la rencontre de cette droite avec la droite 
MN, menée par le point M sous un angle PMN, égal à 
FMQ. Si la rencontre a lieu du côté dç QP où se trouve le 
foyer F, la courbe sera une ellipse; elle sera une parabole 
si MN est parallèle à FK , et une hyperbole si la rencontre 
a lieu du côté opposé. 

Or, il est facile de reconnaître, d'après les données 
Initiales, lequel de ces trois cas arrivera. En eiTet, soit 
menée par le point F une parallèle à MN, qui coupe en ï 
la normale. Si l'on a MK < MI , FK rencontrera MN en 
un point F' situé du même côté que F par rapport à QP, 
et par conséquent la courbe sera une ellipse. Si l'on a 
MK = MI, la ligne FK sera parallèle à MN, et la courbe 
Sera uue parabole. Enfin , si l'on a MK > MI , la ligne FK 
rencontrera le prolongement MN', et la courbe sera une 
hyperbole. 

Il faut donc calculer MK et MI d'après les données de la 
question. Or, MI étant la bissectrice de l'angle FMF', le 
triangle MFI est isocèle, et si l'on désigne l'angle connu 
FMO par e et la distance donnée FM par /'o, on aura 

MI = 2/'o cose. 
Maintenant, d'après la manière dont le point K a été ob- 



tenu , on a 



MK = MO cos' e , 



et si Ton désigne par i^o la vitesse initiale, la valeur de MO 
sera donnée par l'équation 






?^OSe = _, 
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f étant la force qui agit sur le point M, et dont la valeur 

est - ; on en déduira 
r 

MO = -i-^ , et par suite MK = ^ ^ • 

^ CCS s p 

Comparant les deux, expressions obtenues pour MK et MI ^ 
et supprimant le facteur commun r^ cose, on voit que la 
trajectoire sera une ellipse , une parabole ou une hyperbole^ 

suivant que u] sera négatif, nul ou positif. Il est re- 

marquable que la nature de la courbe ne dépende que de la 
vitesse et de la distance du mobile au centre d^ attraction ^ 
au commencement du mouvement , et que la direction de la 
vitesse n'y entre pour rien. 

On pourrait traiter cette question par l'analyse en faisant 
usage de Féquation (3) ; on aurait à intégrer une équation 
différentielle du premier ordre entre r et 9^ on reconnaî- 
trait facilement que l'équation ainsi obtenue peut repré- 
senter les trois sections coniques, et Ton serait conduit aux 
mêmes caractères que nous venons de trouver pour en faire 
la distinction. Mais nous aurons occasion de revenir sur 
cette question , et nous effectuerons alors les calculs que 
nous ne faisons quMndiquer. 

12. Troisième exemple. — Trouv^er la trajectoire dé- 
dite par un pomt attiré vers un centre fixe y en raison 
ùwerse du cube de la distance. 

Soient A [fig- 2) le centre d'attraction , B le point dans 
sa position initiale, a l'angle que fait avec BA la direc- 
tion BC de sa vitesse 5 représentons toujours par {^^ l'inten- 
sité de cette vitesse, et par Tq la distance AB. 



La formule (4), appliquée au cas actuel, où Ion a (p = 



r3 
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donne 



r 
dG 



1=( t x\l 

2 \rJoJsin'a Jr 



Nous distinguerons trois cas , suivant que l'on aura 

, ^ . ^ 1 négatif, nul ou positif. Dans tous les cas , la 

vitesse i' sera donnée par la formule 

..» = i^ + c', 

c' étant déterminé par les valeurs initiales de \^ et r. 

i**. Soit d'abord , , . , 1 = 0, ce qui est le cas le 

rj c J sin' a ' ^ 

plus simple ^ Téquation précédente devient 



r 



dB 



-zzro, d'où -==Aô + B. 



Pour déterminer les constantes A et 6 , nous remarque- 
rons qu'au point B , par lequel , pour plus de simplicité , 
nous ferons passer Taxe polaire , on doit avoir 



dô) 



Or, pour 6 = 0, l'équation de la courbe donne 



1 « dB ^ 
-=B, ^ = A; 

r r* 



il en résultera donc 



I cota 
B=:--5 A= 5 



II. 
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et r équation de la trajectoire sera 



1 -h cet a 



Cette courbe est donc une spirale hyperbolique dont le 
point A est le pôle. 

Si Tangle ol est aigu, cet a est positif, et lorsque Q aug- 
mente indéfiniment , le mobile s'approche indéfiniment du 
pôle A. 

Si a est droit , on a 

cot a = o , et r = a ; 

la courbe se réduit alors à un cercle. Et l'on peut remar- 
quer une fois pour toutes que , dans toutes les lois d'at- 
traction , si le mobile part avec une vitesse perpendiculaire 
au rayon vecteur, et telle que le carré de cette vitesse divisé 
par le rayon vecteur soit égal à la valeur de la force accé- 
lératrice qui agit sur lui à cet instant, il décrira nécessai- 
rement d'un mouvement uniforme le cercle qui aurait pour 
centre le pôle. Car ce cercle serait la trajectoire, en sup- 
posant une force constante égale à cette valeur initiale 9 
mais il peut aussi être considéré comme décrit en vertu 
de la force proposée qui , ne dépendant que de la distance , 
agira toujours avec la même intensité à tous les points du 
cercle 5 donc, puisque cette courbe peut être considérée 
comme décrite en vertu de la force proposée , et que celle- 
ci ne peut produire qu'un seul mouvenaient d'après les don- 
nées initiales , c'est cette courbe même qu'elle fera décrire. 

Enfin, si a est obtus, le point ne tend plus vers le pôle, 
et le rayon devient infini pour 6 = — tang a , ce qui donne 
la direction de l'asymptote. 

Cherchons maintenant à exprimer les (^ordonnées du 
mobile en fonction du temps. 

L'équation r^ dO = cdt donne ^ en remplaçant r par sa 



DEUXIEME PABTIE. — DYNAMIQVE. |<^ 

valeur, 

c{i-h ©cota)»' 

d'où 



ù = 



r* I 



ccota i + 0cot« 

en déterminant la constante c' par la condition qu'on ait en 
même temps f = o , S = o, et remplaçant c par sa valeur 
To i^o sin a , On aura 

Po cosa \ 14-0 cet a/ c',cosa^ ' 

d'où l'on déduit 

r = ro — v^t CCS a , 
et 

cet al t^o ^ 

I ces a 

La valeur de r diminue à mesure que t augmente , et de- 

vient nulle pour t = — ; le mobile parviendrait donc 

* Co ces a * 

au pôle après cet intervalle de temps, à partir du point de 
départ. Quant à la valeur correspondante de 6, elle aug- 
mente sans limite , et le mobile a fait dans ce même temps 
une infinité de révolutions autour du pôle. 

Si maintenant on cherche les positions qui ont précédé 
le moment qu'on a pris pour origine du temps, il faut faire 
t négatif depuis zéro jusqu'à Finfini; rira en croissant de- 
puis To jusqu'à l'infini, et 6 depuis o jusqu'à qui 

donne la direction de l'asymptote. 

2*^. Soit maintenant , , . , ï = — n^. n étant 

r; v] sm' a ' 

une quantité réelle. 

2. 



20 COURS DE MÉCANIQUE. 

L'équation différentielle de la trajectoire aura pour inté- 
grale 



- =: A sin /i -1- B ces n ô. 

r 



En déterminant les constantes A et B d'après les données 
initiales, on obtient 

r, ^ cot a . ^ sin(/i0-hs) 

-- = cos « H sm /z = ^ 9 

r n sm e 

cota 
en posant = cot e. 

Si Ton veut connaître le point où le mobile sera le plus 

près du pôle, il faut rendre -le plus grand possible , ce qui 

se fera en posant sin (n H- e) = i , ou 



d'où 



on en déduit 



r =: r. sin 8 et /i 9 -f- s = ~ » 

2 



/i0 = s; 

2 



cota 

tanc /i =r cot e = > 

" n 



d.i 



comme on l'aurait trouvé en posant --rr = o. 

A partir de celte valeur particulière, si l'on augmente 
ou qu'on diminue de quantités égales, sin [nO + z) rece- 
vra les mêmes valeurs , et , par conséquent , la courbe est 
symétrique par rapport à la direction du rayon vecteur 
minimum. 

La valeur de /' deviendra infinie lorsqu'on aura 

sin (/lO -H e) = o, ou /î0-f-e = m7r, 



DBUXIKME PARTIE. — - DYNAMIQUE. 21 

m désignant un nombre entier quelconque; on aura alors 

tang nO =z — tang e = — n tang a. 

La plus petite valeur de 9 qui satisfera à cette équation 
donnera la direction vers laquelle tendra le rayon vecteur 
en croissant indéfiniment; mais on ne l'obtiendra qu'après 
un temps infini , comme on le reconnaîtrait facilement en 
exprimant t en fonction de 0, d'après l'équation 

3®. Supposons, en dernier lieu, , , . , i = «'. 

^^ ' ' rj pj sm' a 

En intégrant l'équation différentielle de la trajectoire, 
on li-ouvera d'abord 

r 

et en déterminant les constantes A et B d'après l'état initial, 
on obtiendra 

On voit par là que, croissant indéfiniment, r tendra vers 
zéro. 

Si, pour plus de simplicité, on suppose a = -■> on aura 

2 Ta 



^ne,^-ne 



Cette spirale sera symétrique par rapport à l'axe polaire ; 
ses deux branches auront le pôle pour asymptote , et il est 
facile de voir que le mobile y parviendra après un temps 
fini. En effet, de l'équation 



r^dQ = cdt 
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on tire 

cdt = ^î—^ = -î— 5 , 

d'où 

— = -— 1— -f-C 

2rî e'^«^^.i 

Déterminons la constante Ci par la condition qu'on ait à la 
fois f = o, = o, on trouvera 

tii — Y> 
et , par suite , 

^a » ô ^ . 

net 



Or, 6 croit indéfiniment à mesure que t s'approche de ~; 

ainsi le mobile parvient au pôle au bout de ce temps. 

Si l'on cherche le mouvement qui a précédé l'époque 
prise pour origine du temps, il faut supposer t négatif^ 
l'équation précédente donnera alors négatif , et l'on trou- 

vera = — oo lorsque l'on aura f = ^ > comme on pou- 

vait le prévoir. 

Il est un cas particulier qui mérite d'être remarqué : 
c'est celui où il n'entre qu'une seule exponentielle dans 
l'équation de la trajectoire, qui devient alors une spirale 
logarithmique. Ce cas a lieu quand on a 

cet a = it n. 

Supposons , par exemple , cot « = — ». On a pour l'équa- 
tion de la trajectoire 

C'est ce qu'on aurait pu reconnaître immédiatement au 
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moyen de réquation (3) qui, dans le cas actuel^ a la forme 

Or, lorsque les constantes données satisferont à la condi- 
tion i^J = -^ ) il est évident que l'équation donnera une va- 

leur constante pour le rapport ■ > qui est la tangente de 

l'inclinaison du rayon vecteur sur la courbe; or, c'est là la 
propriété caractéristique de la spirale logarithmique. Dans 
ce cas , la valeur de v? , qui est 



devient 



r' r\ v\ sm* a 



I 
-r-; I , ou cet' a ; 



sm'a 
ce qui ramène à la condition déjà trouvée. 

CHAPITRE XL 

APPLICATION DE CE QUI PRÉCÈDE AU SYSTÈME 

DU MONDE. 

13. L'observation attentive des mouvements des corps 
célestes, continuée pendant un grand nombre de siècles, 
en a fait connaître plusieurs lois générales qui ont pu servir 
de base à l'application des théories mathématiques. Pour 
que les formules que nous avons établies puissent s'appli- 
quer au mouvement des planètes et de tous les autres corps 
célestes , il suffit d'admettre que la matière qui les compose 
est soumise aux lois que nous avons reconnues , sans excep- 
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tîon , dans les corps qui nous entourent , et qui ont pu être 
soumis à nos expériences. Or, s'il était possible de douter 
à priori que les corps célestes soient formés d'une matière 
qui jouisse de ces propriétés, l'accord entre les conséquences 
les plus minutieuses de cette hypothèse, et l'observation 
des faits en donnerait la preuve à posteriori. 

Les mouvements des corps célestes , considérés relative- 
ment à la terre , sont très-compliqués ^ mais , rapportés au 
soleil, ils deviennent d'une extrême simplicité. Ils sont sou- 
mis à trois grandes lois , connues sous le nom de lois de 
Kepler^ et dont nous allons donner les énoncés , en consi- 
dérant les planètes comme réduites à de simples points 
matériels : 

1°. Les planètes, dans leur mouvement par rapport au 
soleil , décrivent des courbes planes 5 et leurs rayons vec- 
teurs, partant du centre du soleil, décrivent des aires pro-^ 
portionnelles au temps 5 

a^. Les trajectoires relatives, ou les orbites des planètes, 
sont des ellipses dont le centre du soleil occupe un des 
foyers ; 

3°. Les carrés des temps des révolutions des planètes au- 
tour du soleil sont proportionnels aux cubes des grands 
axes de leurs orbites. 

Voyons quelles conséquences rigoureuses on peut tirer de 
ces lois. 

Comme nous ne savons pas si le centre du soleil est im- 
mobile, il faut raisonner comme s'il était en mouvement. 
Or, l'expérience ayant démontré que les aires décrites par 
le rayon vecteur d'une planète autour du centre du soleil 
sont proportionnelles au temps, on en conclut, d'après la 
théorie du mouvement relatif, que la force relative qui solli- 
cite cette planète est dirigée vers le centre du soleil , quelles 
que soient d'ailleurs la nature et la loi de cette force. Ce 
qui signifie, comme nous le savons, que si, à un instant 
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quelconque , on appliquait à la planète une force accéléra- 
trice égale, paraljèle et de sens contraire à celle qui donne- 
rait au soleil le mouvement qu'il a dans l'espace , la résul- 
tante de cette force et de celle qui est réellement appliquée 
à la planète est constamment dirigée vers le centre du so- 
leil. Maintenant, la seconde loi de Kepler, faisant connaî- 
tre la trajectoire relative de la planète, va déterminer la 
fonction qui représente l'intensité de la force relative qui la 
fait décrire. Soient 2 a le grand axe de cette ellipse, e son 
excentricité, r le rayon vecteur mené du centre du soleil 
à une position quelconque de la planète, et co l'angle que 
forme son grand axe avec la ligne fixe passant par le centre 
du soleil , à partir de laquelle nous comptons les angles 
qui déterminent le rayon vecteur. L'équation de cette 
courbe sera 

a(i — e*) I iH-ecos(0 — w) 

r= i —-J. ou - = 7 ^— -: ■• 

I -H ecos(0 — w)' r a(i — e^) 

Or, nous avons trouvé, pour l'expression générale de la 
force accélératrice <f , la formule suivante : 




L'équation de la trajectoire que nous considérons donne 



Donc 



r e ces (0 — w j 

ÏÏ0» "~ rt(i — e') 



i r I 



et, par suite, 



r dQ' a{i-^e'y 



c» I 



9 = 
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Cette valeur étant positive, il s'ensuit que le mouvement 
relatif d'une planète quelconque autour du soleil est pro- 
duit par une force dirigée vers le centre de cet astre, et sa 
grandeur varie en raison inverse du carré de la distance à 
ce point. 

Un calcul analogue conduirait à cette même loi si la tra- 
jectoire, au lieu d'être une ellipse, était une parabole ou 
une hyperbole. 

14f. Il reste encore à comparer les forces accélératrices 
qui agissent sur des planètes diâerentes placées à la même 
distance du soleil. 

Or, à Funité de distance, on a 



c^ 



y = 



fl(i — e')' 



c désignant le double de Taire décrite par le rayon vecteur 
dans l'unité de temps. Si donc T est le temps de la révolu- 
tion entière , on aura 

et, par conséquent, 



à Tunité de distance du centre du soleil. Mais, d'après la 

troisième loi de Kepler, le rapport — est le même pour 

toutes les planètes; donc la force qui sollicite Tunité de 
masse de chacune d'elles vers le centre du soleil est la 
même à la même distance de ce point. 

Ainsi les mouvements relatifs des planètes sont dus à 
une force dirigée vers le centre du soleil , proportionnelle 
à la masse sur laquelle elle agit, et en raison inverse du 
carré de la distance à ce centre. 
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15. Mais il ne faut pas se méprendre sur le sens rigou- 
reux de ces conséquences. 

Les lois de Kepler prouvent que , dans le mouvement re- 
latif tel qu'il a lieu pour une planète quelconque, la force 
qui agit sur ce corps suit la loi que nous venons de déter- 
miner^ mais s'ensuit-il que cette loi serait la même pour 
on autre mouvement de la même planète? Par exemple, ce 
corps, placé sans vitesse à différentes distances du centre 
du soleil , serait-il attiré vers ce point en raison inverse du 
carré de la distance ? Cela ne résulte nullement de la valeur 
trouvée pour <p, car elle aurait pu être exprimée en fonc- 
tion de 6, et même de f ; et l'on en aurait conclu , avec au- 
tant de raison , d'autres lois pour la force accélératrice. Ces 
lois auraient été prouvées pour le mouvement en question, 
mais non pour aucun autre; et il est évident que deux 
d'entre elles au moins ne sauraient être générales , puisque 
chacune d'elles exclut les autres. 

Néanmoins, l'ensemble des résultats relatifs aux diffé- 
rentes planètes peut conduire à la connaissance de la loi gé- 
nérale que suit la force qui produit leurs mouvements. On 
reconnaît d'abord qu'elle ne peut dépendre du temps 5 car, 
pour chaque planète, la force serait exprimée par une 
fonction périodique , dont la période aurait la même durée 
que la révolution de cette planète^ ce qui ne saurait être, 
puisque ces durées varient d'une planète à l'autre. On ne 
peut admettre non plus que la force dépende de la direc- 
tion , car les calculs relatifs à chaque planète ne s'accorde- 
raient pas à donner une même forme à cette fonction. Au 
contraire, tous ces mouvements conduisent à une même 
expression de la force accélératrice en fonction de la dis- 
tance; on ne peut donc douter que ce ne soit là la vraie loi 
suivant laquelle la matière qui compose les planètes est 
attirée vers le centre du soleil, autant toutefois que les lois 
de Kepler seront regardées comme exactes et immuables. 
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Cette action , dirigée constamment vers le centre du so- 
leil, semble ne pouvoir être attribuée qu'à la matière 
même qui compose ce corps ; et , si l'on étend aux corps cé- 
lestes , agissant à distance les uns sur les autres , le principe 
de l'égalité de l'action et de la réaction , on doit admettre 
que le soleil est attiré vers chacune des planètes propor- 
tionnellement à leurs masses respectives. Mais le soleil at- 
tirant la matière de toute espèce qui compose toutes ces 
planètes placées si diversement par rapport à cet astre , il 
est impossible de se refuser à admettre qu'il attire aussi , de 
la même manière, les satellites de ces planètes^ et, comme 
les rayons menés du centre du soleil aux différents points 
d'ime planète et de ses satellites sont sensiblement égaux et 
parallèles, on peut regarder ce système comme sollicité 
par des forces parallèles et proportionnelles aux masses : 
d'où il résulte que l'action du soleil ne change pas sensible-, 
ment les mouvements relatifs d'une planète et de ses sa- 
tellites. 

Or les lois de Kepler s'étendent à ces derniers mouve- 
ments; il s'ensuit donc, par les mêmes raisons déjà don- 
nées pour les planètes relativement au soleil, que les satel- 
lites d'une même planète sont sollicités vers le centre de 
cette planète par des forces proportionnelles à leurs masses, 
et en raison inverse du carré de la distance à ce centre. Et 
d'après ce principe de l'égalité de l'action et de la réaction, 
les satellites attirent leur planète commune, proportion- 
nellement à leurs masses respectives et à la même fonction 
des distances. 

Une planète attirant le soleil proportionnellement à la 
masse qu'elle possède, il est naturel d'admettre que toutes 
les parties qui la composent concourent à produire cette 
action dans la proportion de leurs propres masses, et 
qu'ainsi une molécule quelconque de celte planète attire le 
soleil dans le rapport de la masse de cette molécule à celle 
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de la planète. 11 est aussi naturel d'admettre qu'il en est de 
même pour l'attraction qu'exerce la planète sur ses satel- 
lites, et qu'une molécule quelconque de cette planète attire 
un satellite dans le rapport de la masse de cette molécule à 
celle de la planète. Maintenant les satellites d%ne même 
planète étant attirés par elle , proportionnellement à leurs 
masses , on en conclut encore que leur réaction , égale et 
contraire, est proportionnelle à leurs masses, et que, par 
conséquent, toutes les parties d'un satellite attirent pro- 
portionnellement à leurs propres masses. Enfin, par ana- 
logie, on étendra la même propriété à la matière du soleil , 
et l'on admettra que toutes les parties qui le composent at- 
tirent la matière proportionnellement à leurs propres mas- 
ses, et en raison inverse du carré de la distance. En géné- 
ralisant cette conception, on regardera comme une loi 
commune à toute la matière qui compose notre système 
planétaire , que deux molécules quelconques s'attirent Tune 
l'autre , proportionnellement à leurs masses , et en raison 
inverse du carré de leur distance. 

• 

16. Si les corps célestes étaient exactement sphériques 
et formés de couches concentriques homogènes, nous avons 
démontré que, dans la loi d'attraction que nous admettons, 
ils agiraient les uns sur les autres comme si toute leur 
masse était réunie en leur centre. 11 n'en sera pas tout à 
fait ainsi , parce que leur figure diffère un peu de celle de la 
sphère, mais il n'en résultera que des perturbations dont 
on ne doit pas tenir compte dans une première approxima- 
tion. Nous considérerons donc le soleil, les planètes et 
leurs satellites comme des points matériels de masses diffé- 
rentes qui s'attirent tous proportionnellement à leurs mas- 
ses , et en raison inverse du carré de la distance. 

L'attraction qu'éprouve une planète de la part des autres 
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corps du système , produit dans son mouvement autour du 
soleil des perturbations, qui sont l'objet principal de la 
mécanique céleste ; nous ne nous en occuperons pas dans ce 
Cours, et nous considérerons ce mouvement pour chaque 
planète, Ans la supposition où il résulterait dé la seule 
action qui existe entre elle et le soleil. 

Cela posé, désignons par/* l'attraction mutuelle de deux 
unités de masse, supposées réduites à de simples points, et 
placées à une distance égale à l'unité de longueur. Soient M 
et m les masses du soleil et d'une planète ; leur action mu- 
tuelle à la distance r aura pour expression — p- • La force 

accélératrice sera pour la planète "^ , et pour le soleil ^ -, 

et pour chacun de ces deux points elle sera dirigée vers 
l'autre. Si donc on veut connaître le mouvement relatif de 
la planète autour du soleil , il faudra supposer qu'elle soit 
sollicitée par une force égale à la somme 

-1- + — ou ^^ ; S 

dirigée vers le soleil, que l'on considérera alors comme 
fixe; car, d'après la théorie générale du mouvement re- 
latif, on doit appliquer au point dont on étudie le mouve- 
ment, une force accélératrice égale, parallèle, et de sens 
contraire à la force accélératrice qui agit sur l'autre \ on 
peut ensuite considérer ce dernier comme fixe , et le motk- 
vement de l'autre comme un mouvement absolu. Quant à 
la vitesse initiale qu'il faudra supposer au point mobile, 
elle sera la résultante de sa vitesse absolue initiale, et 
d'une vitesse égale parallèle et de sens contraire à celle de 
l'autre. 

Or, dans le mouvement relatif d'une planète autour du 



DEUXIÈME PA&TIB. — DYNAMIQUE. 3l 

soleil 9 nous avons trouvé pour l'expression de la 

force accélératrice relative, en supposant la distance égale 
à l'unité; nous aurons donc, d'après ce que nous venons 
d^établir, jl 

l_.=/(M + /w). 



a^ 



On voit par là que — dépendant de m doit varier d'une 

planète à l'autre , à moins qu'elles n'aient des masses égales , 
ce qui n'a aucune vraisemblance. Mais, comme l'observa- 
tion a conduit Kepler à regarder ce rapport comme le même 
pour toutes les planètes , on est obligé d'en conclure que 
le terme fin est une très-petite partie du second membre 
y (M -f- /w), et que par conséquent la masse m d'une pla- 
nète quelconque est très-petîte par rapport à la masse M du 
soleil. Nous verrons bientôt l'application de cette impor- 
tante remarque. 

17. Nous avons été conduit à la loi de l'attraction en 
faisant usage de formules générales relatives aux forces 
centrales; mais on pouvait y parvenir plus simplement par 
la seule considération de la force centripète. Avant d'ex- 
poser cette méthode , nous rappellerons quelques formules 
relatives à l'ellipse, et qui sont d'une application fréquenter 

Soient a et b [fig. 3 ) les demi-axes d'une ellipse , c la 
distance du^ centre aux foyers. Joignons un point quelcon- 
que M de cette courbe aux foyers F, F'; abaissons de F, F' 
et du centre O, les perpendiculaires FP, F'P', OQ sur la 
tangente en M , et tirons la normale MN. Posons 

FM=:^, F'M = (Î', FP = /?, F'P' = /?% 

0Q = ^, MN = /i, NMF = »; 
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on obtiendra facilement les formules suivantes : 




/î=:-V^', COS6> = smFMP= -7=» q=z ^ ^ =-—==: — 

De ces équations on tire 

PP' = ^% ^'î = *% 
et , par suite , 

pp' = qn, ou p :n :: q : p. 



La proportion p\n\lq\p' résulte aussi de ce que les deux 
quadrilatères FPMN et OQP'F' sont semblables, par suite 
du parallélisme des lignes FM , OP'. 

Dans toutes les sections coniques , le rayon de courbure R 
est égal au cube de la normale divisé par le carré du de- 
mi-paramètre. En effet, abaissons les perpendiculaires MI, 
M'I' sur les rayons menés à deux points infiniment voi- 
sins M , M' 5 rrp- a pour limite i , donc aussi --p-;' Donc, en 
désignant par a, «'les angles MF' M', MFM', on aura 



5' 

a = a -^» 



Mais 






20' = a + a'=a ( H-^ I =— T— > OU <y=z-^ 



Or 



MM' MM'^ MI MM' 



donc 



R = 



( $8' y a' /i» 
a cos &> ab b* 
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On reconnaît encore immédiatement que la projection de 
la normale sur Tun des rayons vecteurs , ou n cos co , est 

égale au demi-paramètre — • 



a 



On voit aussi que la projection du rayon 'de courbure 
sur un des rayons vecteurs , ou R cos o), est égale à — ? qua- 
trième proportionnelle , que Ton construira immédiate- 
ment, de manière que M soit une de ses extrémités, et 
l'autre en un certain point de MF'. Elevant en ce point 
une perpendiculaire à MF', elle rencontrera la normale au 
centre de courbure. Mais on arrivera encore à une con- 
struction plus simple indiquée par Newton , en observant 

qu'on a 

^ n 

R cos w = 



cos 6i> 



D'où il suit que si par le pied de la normale on lui élève 
une perpendiculaire jusqu'à la rencontre d'un des rayons 
vecteurs , et que par ce point de rencontre on en élève une 
autre à ce rayon vecteur, cette dernière ligne coupera la 
normale au centre de courbure. 

18. Revenons maintenant à la question de mécanique. 
Les aires étant proportionnelles au temps, la force qui 
produit le mouvement relatif autour du soleil passe par le 
centre de cet astre; et il s'agit de trouver la loi de cette 
force , sachant que la courbe décrite est une ellipse dont le 
centre du soleil occupe un foyer. 

Désignons par ^ la force accélératrice appliquée au point 
matériel M et dirigée suivant MF \ sa composante suivant 



p» 



la normale MN sera 9 cos co, et son expression sera -- 9 w dé- 

ds , , , 

signant la vitesse y du mobile. Si maintenant on désigne 



II. 
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par C le double de Taire constante décrite par le rayon 
vecteur dans l'unité de temps , le double de celle qu'il dé- 
crira dans le temps dt sera Ctdt. Or, cette aire est un 
triangle ayant pour base l'arc ds décrit dans le temps dt j 
et pour hauteur p. On aura donc 

C 

pds = Cdt. d'où «^ = - > 

P 
et, par suite, 

« 008 « = - =r ---- î a OU cp = -— r- 

^ R p^R ^ p»R 



COSbl 



formules applicables à toute courbe; et , remettant pour/?, 
-R et cos (ù , leurs valeurs en et et â', 

C'a 

Ce qui prouve que la force est en raison inverse du carré 
de la distance au centre du soleil. 

On peut exprimer la constante C au moyen du temps T 
de la révolution de la planète autour du Soleil ] car le double 
de Faire de l'ellipse étant 2 7^ ab, on aura 

C£ = 2nabi 
donc 

^ 2f:ab 
C = -— --) 



et 






de sorte que la force accélératrice à l'unité de distance est 
On retombe ainsi sur les résultats trouvés précédemm ent 
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Si' la force était dirigée vers le ceatre O, on aurait 

q ^ y'Rcos» q^K q^n^ a^b^ 

résultat identique avec celui que nous avons déjà trouvé 
par l'analyse [voir page 6). 

19. Avant d'obtenir la démonstration de la loi de Fat- 
traction des planètes , Nevvton l'avait entrevue par des con- 
sidérations que nous allons indiquer, et qui , sans avoir le 
même degré de rigueur, ne laissaient pas que de donner de 
très-fortes inductions. 

Les planètes décrivant des orbites d'excentricités diffé - 
rentes , on peut supposer, par analogie , que les lois de Ke- 
pler, qui leur sont communes ^ s'appliqueraient encore au 
cas d'orbites circulaires : d'autant plus que les orbites réelles 
étant très-peu excentriques , on peut avec une assez grande 
approximation les regarder comme circulaires. Ainsi, on 
aura des résultats , sinon exacts , au moins fort approchés , 
en appliquant les lois de Kepler au cas d'orbites circulaires. 
Gela posé , la loi des aires indique toujours que la force qui 
agit sur chaque planète est dirigée vers le centre du Soleil. 
La seconde loi, qui, dans le cas général, prouvait que, pour 
la même planète, la force accélératrice variait en raison 
inverse du carré de la distance , montre, dans le cas actuel, 
que la vitesse est constante ; car les arcs de cercle sont pro- 
portionnels aux secteurs et, par suite, au temps; ou encore 
la force est toujours normale à la trajectoire, et, par con- 
séquent, la vitesse est invariable. Or, la force centripète, 

appliquée à l'unité de la masse , a pour valeur — 9 v étant 

3. 
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la vitesse , et R le rayon du cercle ; elle est donc constante. 
Ainsi , dans ce cas particulier, comme on devait le prévoir, 
la seconde loi n'apprend rien relativement à la variation de 
la force avec la distance ; mais elle en donne toujours l'ex- 
pression, au moyen du temps T de la révolution entière 
de la planète et du rayon de son orbite. On a, en effet, 
2 TT R = 1^ T, et , par conséquent , en désignant par (f la 

force centripète ~ ? en substituant k u sa. valeur en fonction 

de R et T, on aura 

47r»R 

ce qui s'accorde avec la valeur générale —7=7— • ~ » dans la- 
quelle on supposerait r = a = R. 

Passons maintenant à la troisième loi, qui, dans le cas 
général , étendait la loi d'attraction trouvée pour les diver- 
ses positions sur une même orbite, aux positions relatives 
à des orbites différentes. Dans le cas actuel, le résultat ana- 
logue que nous allons trouver ne sera pas une extension , 
mais bien la première manifestation de cette même loi. 
Soient ç, (ff les forces accélératrices relatives à deux planètes 
quelconques, dont les distances au Soleil sontR, R', et les 
durées des révolutions T, T'. On aura , d'après les valeurs 
de 9 et 9', 

, R R' 

T • T " rr»i » rri^j "> 

or, la troisième loi de Kepler donne 

T» : r» : : r^ : wk 

Remplaçant, dans le second rapport de la proportion 
précédente, T* et T'* par les quantités proportionnelles 
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R% R'S elle devient 

/ ï ï 

ce qui prouve que la force appliquée à T uni té de masse 
varie en raison inverse du carré de la distance au centre du 
Soleil. 

Les satellites d'une même planète étant soumis aux 
mêmes lois, relativement à leur planète, on en concluait 
que l^attraction des satellites varie de même en raison ii>- 
verse du carré de la distance au centre de la planète autour 
de laquelle ils opèrent leur mouvement. La terre, n'ayant 
qu'un satellite , ne pouvait fournir une vérification sem- 
blable de cette loi d'attraction; mais elle en donnait une 
autre qui n'a pas échappé à Nev^ton, En effet, si de l'en- 
semble des phénomènes précédents on lire, comme nous 
l'avons déjà fait ci-dessus , la conséquence que deux molé- 
cules quelconques de matière s'attirent, proportionnelle- 
ment à leurs masses, et en raison inverse du carré de leur 
distance , la terre pouvant être considérée comme compo- 
sée de couches concentriques homogènes , son action sur un 
point situé à sa surface ou au delà est la même que si toute 
sa masse était réunie à son centre. Or, la distance des cen- 
tres de la lune et de la terre ayant pour valeur moyenne 
soixante rayons célestes, la pesanteur à la surface de la 
terre doit être 36oo fois plus grande que l'attraction exer- 
cée par la terre sur une même masse située sur la lune : ce 
mêgie rapport doit donc exister entre les espaces parcourus 
dans un même temps par les corps tombant à la surface de 
la terre, et par la lune dans le sens de l'attraction de la 
terre. 

Or, cette vérification, bien facile à faire, réussit com- 
plètement. 

Eji effet, si, pour simplifier le calcul, nous considérons 
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Tellipse irès-peu excentrique que décrit la lune, comme 
un cercle dont le rayon R soit égal à 60 fois le rayon r de la 
terre, supposée spbérique, la force centripète représen- 
tera l'action g:^ de la terre. Cette dernière est donc ^ale à 

^^'^ , T éunt la durée de la révolution de la lune autour 

de la terre , dont la valeur en secondes est 39^43 X 60; on 
aura donc 

^ ""60(39343)»' 

et , comme 2 ir r = 4000000, il vient 

*- 3.(39343)'' 

ce qui ne diffîre pas sensiblement de 0^-- 9 et Ton ne trou- 
verait aucune erreur appréciable en ayant égard à diverses 
circonstances que nous avons n^ligées. 

Le résultat de ce calcul fournissait donc une confirma- 
tion de cette supposition, que toutes les molécules de la ma* 
tière s'attirent proportionnellement aux masses et en raiscm 
inverse du carré de la distance, et que la pesanteur à la suf^ 
face de la terre est un effet de cette attraction, aussi bien 
que la pesanteur à laquelle la lune est soumise vers le même 
centre. 

30. Masses des planètes. — U est facile de détermyier 
le rapport de la masse d'une planète à celle du soleil, lors- 
que cette planète est accompagnée d'un satellite ayant une 
masse relativement très-petite. En effet, représentons par 
M la masse du soleil , par m , m' celles de la planète et de 
son satellite , par 2a, 2 a' les grands axes des orbites de la 
planète et du satellite, «t par T, T' les temps de leurs révo^ 
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lutions; on aura, d'après ce qui précède, 

2:^5-=:/ (M + w), 

3_-.=/(iii4-m'); 
d'où 

Or,. le second membre peut être regardé comme sensible- 
ment égal à — 5 parce que m est très-petit par rapport à 
M , ainsi que nJ par rapport à m. On peut donc écrire 

m __ a'^ T 

T et T' sont connus par l'observation , et il suffit de connai- 

_/ 

tre une valeur approchée de — pour en déduire , avec une 

approximation du même ordre, le rapport de la masse delà 
planète à celle du soleil. Newton a trouvé, par ce procédé, 
P~j pour le rapport de la masse de Jupiter à celle du soleil. 
Des procédés plus précis ont donné ~j^, ce qui en diffère 
très-peu. 

21 . La masse de la terre ne peut se déterminer très-exac^ 
tement par la méthode que nous avons indiquée pour les 
planètes qui ont des satellites , parce que la masse de la lune 
ne peut être négligée par rapport à celle de la terre 5 néan- 
moins cette méthode donnera un moyen de vérification 
lorsque l'on connaîtra le rapport de ces deux masses. Mais 
on peut parvenir à connaître la masse de la terre par un 
autre moyen qui ne saurait être employé pour aucune au- 
tre planète, et qui résulte de la connaissance que nous avons 
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de rattraction qu'elle exerce sur les corps situés à sa sur- 
face. Cette attraction est ^ale à la pesanteur, augmentée 
de la composante verticale de la force centrifuge. De plus , 
il faut avoir égard à Taplatissement de la terre, et Ton 
trouve que^ sur le parallèle dont le carré du sinus de la 
latitude est j, et dont la distance r au centre de la terre a 
pour valeur r = 636455 1 , l'attraction G de la terre est sen- 
siblement la même que si elle était spbérique et qu'elle eût 
r pour rayon. En la calculant d'après la loi de la variation 
de la pesanteur à la surface de la terre [Mécanique céleste)^ 
on trouve qu'elle a pour valeur 9,81645, ce qui est un peu 
supérieur a g. 

Si donc on désigne par m la masse de la terre , et par f 
l'attraction mutuelle de deux unités de masse placées à 
l'unité de distance Tune de l'autre, on aura 

G = ^ = 9,81645. 

On peut tirer de là la valeur de/*, et la reporter dans 
la formule ■ = /* (M -f- m) qui se rapporte au mouve-- 
ment de la terre autour du soleil. Il en résulte 



d'où 



4 7r'fl^ _ Gr»(M-hiii) ^ 



M 47r«û* 

— I. 



m Gr'T» 



Mais on a 



T = 86400. (365,256374), 
et la valeur de la parallaxe du soleil donne 

a == 23g84>/'; 
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en efifectuant les calculs , on trouvera 

= 35459a , ou -- = 



m ^ ^ M 354592 

Il est facile de déduire de là le rapport de la densité de la 
terre à celle du soleiL En effet, le diamètre du soleil est égal 
à iio fois celui de la terre, et les densités de deu:x corps 
sont entre elles comiue leurs masses divisées par leurs vo- 
lumes; d'où l'on conclut facilement que la densité de la 
terre est à peu près quadruple de celle du soleil. 

Si , d'après cela , on calcule la pesanteur à la surface du 
soleil, on trouve qu'une même masse y pèse 29 fois et demie 
autant qu'elle pèserait à la surface de la terre ; et que les 
corps , abandonnés à la libre action de cette force , y par- 
courent un espace d'environ i45 mètres dans la première 
seconde , tandis qu'à la surface de la terre l'espace qu'ils 

parcourent dans le même temps n'est que -• 

22. Les masses des planètes qui n'ont pas de satellites ne 
peuvent être déterminées par le procédé du n° 18 , et l'on 
a recours , pour cela , aux perturbations que leurs actions 
mutuelles introduisent dans leur mouvement autour du so- 
leil. L'action d'une planète étant proportionnelle à sa masse, 
on conçoit à priori que le trouble apporté par cette action 
dans un mouvement produit par celle du soleil peut con- 
duire à la connaissance du rapport de la masse de cette 
planète à celle du soleil. Cette importante question est du 
ressort de la mécanique céleste, et nous nous bornons à 
Vindiquer. Ce procédé peut s'appliquer également aux pla- 
nètes qui ont des satellites, et c^est ainsi qu'on a trouvé 
-—^ pour la masse de Jupiter. 

Les masses des satellites d'une même planète pourront 
de même être comparées à celles de leur planète au moyen 
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des perturbations que leurs actions mutuelles apportent h 
leur mouvement autour de cette planète , et l'on en déduira 
leurs rapports à là masse du soleil , puisqu'on connaît celui 
de la masse de la planète à celle du soleil. Il y aurait encore 
ici une exception pour la terre qui n'a qu'un satellite ; mais 
on a encore ce même avantage dont on a profité dans la 
recherche de la masse de la terre ] c'est la connaissance de 
ce qui se passe à sa surface. En effet, la lune produit à cette 
surface des perturbations provenant de Fin^alité des dis* 
tances de ce satellite aux différents points de la terre. Ces 
perturbations sont le flux et le reflux de la mer. Comme le 
soleil produit sur la mer des effets semblables , on conçoit 
que la comparaison de ces deux effets doit conduire aa 
rapport des masses de la lune et du soleil. Or, cette compa- 
raison est facile par l'observation des marées lunaires et 
solaires dont les lois sont différentes. Nous nous bornerons 
à dire que le rapport de la première à la seconde est, dans 
le port de Brest, 2,3533 [Mécanique céleste) ; par un cal- 
cul que nous ne rapporterons pas , on en déduit lé rapport 
de la masse de la lune à 'celle du soleil, et, par suite, à 
celle de la terre. On trouve ainsi que la masse de la lune 
est 7j de celle de la terre. 

En considérant la terre et une autre planète quelconque 
dont mi soit la masse , Ti le temps de la révolution , et ai le 
demi-^rand axe de Torbite, on obtiendra l'équation 

Si donc mi et Ti sont connus , on déterminera le rapport 

—9 et, par suite, ai, puisque a est connu. Cette équation 

ne serait pas propre à faire connaître mi, parce qu'une er- 
reur dans le premier membre, de l'ordre de celle que nous 
avons pu admettre dans le n^ 18, où le second membre 
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était -—9 en produirait ici une beaucoup plus considérable 

sur ce rapport qui n^est qu'une très-petite partie du second 
membre, de sorte que Terreur pourrait être comparable à 
la quantité inconnue. 

23. JusquHci nous n'avons déterminé que les rapports 
des masses des planètes et du soleil ; mais on peut obtenir 
une Valeur approchée de celle de la terre, et toutes les au- 
tres s'ensuivront. Il suffit, pour cela, de connaître le rap- 
port de l'attraction exercée par une masse connue sur un 
corps quelconque à une distance donnée, au poids de ce 
corps ; et c'est à quoi l'on peut parvenir, soit par l'équili- 
bre , soit par des mouvements oscillatoires : nous nous con- 
tenterons de donner une idée du premier moyen. 

Supposons une boule d'un petit diamètre suspendu par 
un fil dont la longueur est / et soumis à l'action d'une sphère 
ayant pour rayon R, pour densité D, et son centre dans le 
plan horizontal mené par l'extrémité du pendule, à une 
distance a de ce point. Soient J et r la densité moyenne et 
le rayon de la terre, et a l'angle formé avec la verticale par 
le pendule en équilibre. 

L'attraction exercée par la sphère sur la petite boule 

dont nous désignerons la masse par m, sera f tt — > et 

son bras de levier / cos a. L'attraction exercée par la terre 
sera - Ttrdfm^ et son bras de levier l sin a. Les moments de 
ces deux forces devant être ^aux pour l'équilibre, on en 
conclut, en supprimant les facteurs communs, 

R*D . . ., ^ R»D 

— r-cosasr rasin a, clou tanca = —:: — ■• 

Si donc on peut observer l'angle a, qui sera nécessairement 
très-petit, tout sera coimu dans cette équation, excepté d 
qm se trouvera déterminé. 
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Une observation de ce genre faite par Maskeline, en 
Ecosse, dans le voisinage d'une montagne dont il avait éva- 
lué approximativement la masse et la distance moyenne, 
Itd a donné, pour la densité moyenne de la terre, une valeur 
égale à quatre ou cinq fois celle de Feau. 

Une expérience faite par Cavendish, et dans laquelle 
l'attraction d'une sphère connue produisait des oscillations 
dont on pouvait déterminer la durée, a donné à la terre 
ime densité égale à cinq fois et demie celle de l'eau. 

La densité moyenne de la terre étant connue avec asses 
d'approximation , on en conclut sa masse ainsi que celle de& 
autres planètes et du soleil. 

• 

CHAPITRE XIL 

CALCUL DU MOUVEMENT DES PLANÈTES AUTOUR 

DU SOLEIL. 

24. Nous avons reconnu que les mouvements des pla- 
nètes autour du soleil sont produits par une force attrac- 
tive , agissant en raison inverse du carré de la distance ; el 
que la loi de la force serait encore la même si les trajectoi- 
res , au lieu d'être des ellipses , étaient des paraboles ou des 
hyperboles. Nous allons maintenant traiter la question in- 
verse ; nous considérerons une force dont l'intensité varie 
en raison inverse du carré de la distance , et nous nous pro- 
poserons de déterminer de la manière la plus générale les 
trajectoires qu'elle peut faire décrire au point attiré, et la 
position de ce point à chaque instant. 

Il'y a deux cas à examiner, suivant que le centre d'attrac- 
tion est fixe ou mobile. Il est d'ailleurs très-facile de faire 
rentrer le second cas dans le premier, en supposant que les 
deux points ne soient soumis qu'à leur action mutuelle, et 
en outre à des forces accélératrices égales et parallèles, qui 
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ne pourront avoir aucune influence sur les mouvements 

relatifs. 

En effet, soit P Faction mutuelle des deux points dont 

les masses sont respectivement M et ni] la force accéléra- 

P . 
trice appliquée au point m sera — Si donc on cherche le 

mouvement relatif de m autour de M , il faut supposer ce 
dernier point immobile, et considérer le premier comme 
attiré vers lui par une force accélératrice égale à 



P P 

Hïïî ou 

m M 






Quant à la vitesse initiale qu'il faudra attribuer à m , elle 
résultera de la composition de sa vitesse initiale absolue et 
de celle de M prise en sens contraire. 

Ainsi, le mouvement relatif de deux points qui s'attirent 
suivant une loi quelconque , est ramené au mouvement ab- 
solu d'un point attiré vers un centre fixe par une force qui 
suit la même loi , et ne diflère de la première que par un 
coefficient constant. 

25. Nous pouvons donc nous placer dans l'hypothèse 
d'un centre d'action immobile, et nous représenterons par 

•^ la force accélératrice qu'il produit sur le mobile. Les 

équations du mouvement seront 

d^x \t.x d^x iiy 

'dF ■"■ ""r^ ' 'dF ■"" "" râ" 

Les principes des aires et des forces vives donnent les deux 

intégrales premières 

(i) r^dB = cdty 

, , dr* r^dB^ 2 a , 

b elc étant des constantes arbitraires. 
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EliBÙnaiU dir entre ees don éqBaûms . ea 






c'est là ce <|ii*aiinit donne réi|aatiQB 1 3) du n* 1 , ctf J 



Elle 



I 



en posant - = 



» 



{3) __ = _,.=. + ,.,+ ». 

Cheidions d^abord les Taknrs des constantes & et c, en 
supposant qaon donne la position initiale dn point, mm 
qoelagrandeor et la direction de sa TÎiesse initiale. Si Ton 
désigne par r« et f^« les Talenrs initiales de r et de i^ , réqna- 
tkm (a) donnera 



Quant a la constante c, nous avons détotminégénéralcnMnt 
sa Talenr dans le n® 1 ; die est 



c = r 



• »• 



X désignant l'an^ qiiela direction delà TÎtesse frit avec le 
rayon Tectenr an commencement da moaTcment. Les deux 
constantes & et c scmt dmc détenninees. 

9B. Ponr omnaitre Féqpation finie de la trajectoire, 
il £rat int^rer Téquation (3) «joi peut se mettre sons la 
forme 



i/0 = 



y/-»^+^. + J 
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et il S* agit d'abord de savoir lequel des deux signes il con- 
vient de prendre. 

Nous considérerons dO comme toujours positif; dz sera 
positif quand le rayon vecteur décroîtra lorsque croîtra , 
et négatif dans le cas contraire; dans le premier cas, on 
prendra le signe + pour le second membre de Téquation, 
et le signe — dans le second cas , le radical étant toujours 
considéré comme positif. 

Il faut donc d'abord chercher où ont lieu les changements 
de signe de dz'^ ils correspondent aux valeurs maxima ou 
minima de z , et on les obtient en posant 



---=:o, OU c'z* — 2UZ — 6 = 0; 



d'où 






Lorsque z passera par l'une quelconque de ces valeurs , 
on devra changer le signe de dz et le conserver jusqu'à ce 
que z arriva à l'autre valeur; alors on changera de nouveau 
le signe de dz^ et ainsi de suite indéfiniment. 

Supposons, pour fixer les idées, qu'à partir de la posi- 
tion initiale correspondante à r = r© , les rayons commen- 
cent par croître, c'est-à-dire que l'angle a soit aigu : alors, 
dz étant négatif, on a 

... . — dz — dz 

(4) ^0 = 



d'où l'on tire, en intégrant à partir des valeurs Oq et Zq rela- 
tives à la position initiale, 

— ^0 = arc cos , — arc cos -=====• 
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C^ 2a ^~~ IL 

Si Ton pose 9o — arc cos — = 61 ? la valeur de 9 

sera donnée par Fëquation suivante : 



(5) — 0i = arccos 



V^fx» -H bc^ 



Mais il y a une observation importante à faire dans les 
intégrations où entrent des arcs de cercle , et qui se rap- 
portent aux limites entre lesquelles les différentielles con-^ 
servent la même expression. Ainsi, par exemple, la diffé- 
rentielle de arc cos u est _ quand Tare a son sinus 

\/i — a» ^ 



positif; elle est, au contraire, "^ quand le sinus est 

V I — m' 

négatif. 

L*équation (5) n^est donc exacte qu'en supposant, 
comme on peut toujours le faire, que l'on prenne, pour 
la valeur initiale de Tare qui y entre, une quantité com- 
prise entre o et tt ; et l'on pourra l'employer tant que la va- 
leur croissante de cet arc restera comprise dans les mêmes 
limites, c'est-à-dire jusqu'à la valeur de z, pour laquelle 
on aura 



c^z — u a , /a* b 

et quand z aura passé par cette valeur, il faudrait changer 
de signe le second membre de l'équation (4) pour qu'il fût 
toujours la différentielle de l'arc. Mais cette valeur de z est 
précisément l'une de celles où l'on doit changer de signe le 
second membre de cette équation pour qu'il soit le même 
que celui du premier. Donc l'équation (5) subsiste au delà 
de cette valeur, et jusqu'à ce que l'arc soit devenu égal à 
aTT, puisqu'alors le sinus redevenant positif, on devra 
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changer le signe de dz pour avoir encore la différentielle 
de l'arc. Or, quand cet arc devient 2 tt, son cosinus devient 
I , et Ton a 



-^*\/\ 






et c'est encore là une valeur de z après laquelle on doit 
changer le signe de dz pour que les deux membres de 
i'équation (4) soient de même signe. Donc enfin, dans 
toute l'étendue du mouvement , l'équation (5 ) subsiste sans 
aucune modification. Et la discussion serait entièrement 
semblable si l'on avait supposé Tangle a obtus , c'est-à-dire 
si les rayons commençaient par décroître : l'arc se trouve- 
rait avec un signe contraire dans l'équation (5), et cette 
forme devrait être conservée dans toute l'étendue du mou- 
vement. Ce changement de signe donnerait pour 0^ une 
valeur différente de la précédente , mais, à cela près, le ré- 
sultat ne différerait pas de celui que nous allons déduire de 
l'équation (5). 

Cette équation peut être mise sous la forme 



c^z — 



\lli} -h bc^ 



V- _ 



= cos(0 — 9,); 



remettant pour z sa valeur -? on obtient 



(6) 



I -h à/ 14--^ CCS (0 — 0.) 



Cette équation est celle d'une section conique dont le pôle 
occupe un foyer. Elle représentera une ellipse si b est né- 
gatif, une parabole s'il est nul, et une hyperbole s'il est 

positif. 

En effet, l'équation d'une ellipse rapportée à un de ses 
II. 4 
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foyers est 

a(i — e'^) p 



— î 
I 4- e cos (0 i-h e cos u 



Cl) désignant Tangle formé par le rayon vecteur avec Taxe de 
la courbe, du côté du sommet le plus voisin du foyer ^ a, e 
et p représentent le demi-grand axe, l'excentricité et le de- 
mi-paramètre. Les deux équations deviennent identiques, 
si l'on pose 

La seconde de ces équations ne peut avoir lieu que si b 
est négatif, puisque dans l'ellipse on a c<^i. Dans ce cas, 
e est déterminé par cette équation, et est réel, puisque le 
second membre est positif; a est déterminé par la dernière, 
et la première apprend que 6^ est F angle formé avec Taxe 
des X par Taxe de l'ellipse, du côté du sommet le plus voi- 
sin de l'origine des coordonnées. 

L'équation d'une parabole dont le paramètre est 2p est 

/• = î les andes étant comptés à partir de la droite 

1 4- cos (à ° JT JT 

menée du foyer au sommet. L'équation (6) sera identique 
avec elle si l'on a 

^' 
— 0, = w, 6=0, p = — • 

Ainsi, dans le cas de i = o, la trajectoire est une para- 
bole dont l'axe est la droite menée par l'origine , et faisant 
l'angle di avec l'axe des x ] le sommet est du côté correspon- 

dant à cette direction, et le paramètre est 

Enfin, si l'on a i ^-o, l'équation (6) pourra être iden- 
tifiée avec la suivante : 



I -f- ^ cos w i -\- e cos 6> 
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dans laquelle e est supposé plus grand que Tunité, et qui 
représente une branche d'hyperbole, dans l'intérieur de la- 
quelle est le foyer pris pour pôle : les angles a) sont comptés 
à partir de la droite menée du foyer au sommet de cette 
branche. Il suffira, pour établir l'identité des deux équa- 
tions, de poser 

B — 0, = w, ^'=iH -, n {e^—*i) = p = — 

Ges équations déterminent e et a, et, par conséquent, 
dans le cas de i > o, la trajectoire est une branche d'hy- 
perbole dont l'origine occupe le foyer, et dont l'axe fait un 
angle 6^ avec l'axe des x. 

On voit par ce qui précède que , quelle que soit la section 
conique décrite en vertu de la force centrale, on a toujours 

przz-j p désignant son demi- paramétre. Ainsi la con- 

stante c , ou le double de l'aire décrite dans l'unité de temps 
par le rayon vecteur du mobile, est toujours proportion- 
nelle à la racine carrée du paramètre de sa trajectoire : elle 

est égale à cette racine multipliée par \[x. 

27. On peut facilement obtenir l'équation de la trajec- 
toire en cordonnées rectangles , et l'on retrouvera les résul- 
tats que nous venons de déduire de l'équation polaire. On 
prendra pour axe des x la droite menée de l'origine sous 
l'angle ô avec l'axe des X'^ ce qui donnera 

j:=rcos(0 — 9,), x = rsm{Q — 0,), j?' 4-/-' = r'. 

Eliminant cos (d — 0i) entre la première de ces équations 
et l'équation (6), on obtient 



=7-V 



bc- 

1+ — 



4 
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d'où Ton dëduii 

équation qui représente une ellipse si b est négatif, une 
parabole s'il est nul , et une hyperbole s'il est positif. Dans 
les trois cas , l'axe sur lequel sont comptés les x est un axe 
de la courbe, et l'origine est un foyer, puisque la valeur de 
r en fonction de x est rationnelle. 

Oh peut observer que la nature de la trajectoire ne dé- 

2 tÂ 

pendant que de i, dont la valeur est f^J -^ ne dépend 

que de la distance initiale et de la grandeur de la vitesse 
initiale, mais nullement de la direction de cette vitesse. Ce 
résultat coïncide avec celui que nous avions déjà obtenu 
par une autre voie. 

L'équation de la trajectoire étant connue , il ne reste jdiis ' 
qu'à déterminer les coordonnées du mobile en» fonction de 
t : c'est là ce que l'on appelle ordinairement le problème 
de Kepler. 

Nous ferons le calcul dans le cas où la courbe est une 
ellipse, comme cela a lieu pour toutes les planètes : nous 
la rajpporlerons à des coordonnées polaires r, 0, et nous 
compterons les angles à partir de la direction de la droite 
qui va du foyer au sommet le plus voisin. Cela revient à 
supposer 9i = o, ou o) = 65 nous aurons alors 

i -h e ces 6 

dans laquelle acte sont des quantités que nous avons déter- 
minées d'après les données initiales. 

Si Ton élimine une des deux quantités 6 et r entre les 
équations (i), (2), on en obtiendra une entre t et l'une des 
coordonnées^ en l'intégrant, on connaîtra cette coordon- 
née en fonction de f , et l'autre coordonnée s'en déduira en 
fonction de f , d'après l'équation de la trajectoire. 
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Eliminant ainsi dd ^ on obtient 

dr r'^ r ' ' 

d'où 

rdr 



rf/ = ± 



^br^ H- 2 pi r 



• 

Si l'on prend pour origine des temps Tins tant où l'on a 
d = o, la planète est au sommet le plus voisin du foyer, qui 
correspond k r= a [i — e),et qu'on nomme le périhélie. 
Le point diamétralement opposé de l'ellipse se nomme 
Vaphélie^ le rayon vecteur est alors à sa plus grande va- 
leur, dont l'expression est r = a (i + e). D'après cela, dr 
est positif depuis le périhélie jusqu'à l'aphélie, et négatif 
depuis ce dernier point jusqu'au retour au périhélie. Ainsi , 
dans la première moitié de la trajectoire, on doit prendre 
l'équation 

rdr 
dt=z , 

et dans l'autre moitié, on changera le signe du second 
membre. On intégrerait facilement cette expression au 
moyen d'un arc de cercle et d'un radical algébrique. Celte 
forme serait peu favorable au calcul de o en fonction de 
/ ; et il est plus convenable d'introduire une nouvelle varia- 
ble au lieu de r. 

Si l'on observe que r est toujours compris entre a (i — e) 
cl a (i -4- e), on voit qu'on peut poser 

r=a(i — ecosu). 

Cet angle u passe en même temps que Q par les valeurs 
0, 71 , 2 TT ; on lui a donné le liom à^ anomalie excentrique y 
et l'angle 6 s'appelle anomalie vraie de la planète. 

L'équation de rellîpsc étant d'ailleurs 

r :^ a — ex y 
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X étant Tabscisse comptée à partir du centre, ou voit {fig* 4) 
que u n'est autre chose que Tangle AO>', N étant le point 
du cercle décrit sur le grand axe. qui a la même abscisse que 
le point M de Tellipse. 

En faisant cette substitution dans la valeur de dt^ et re- 
mettant, au lieu des constantes &, c. leurs valeurs tirées 
des équations (7), qui sont 



h =1 — i-, c'=Liûr(i — e*), 
a 



il vient 

dt =r. a \ / ^ Al — e ces u ) du 



-«V^-c- 



Si l'on intègre cette équation, en observant qu'on a en 
même temps f = o, 1/ =0, el si Ton fait, pour abréger. 



Vf* n 



on obtient 

ntz=z u — c sin // ; 



cette équation détermine u en fonction de f , et Ton aura 
ensuite rau moyen de l'équation 

r=i a[i — ^cos u). 

Enfin B sera connu d'après Téquation de la trajectoire. On 
aura d'abord , en galant les deux valeurs de r, 



d'où 



I — e cos u = 9 

i-\- e cos 



cos u — e 
cos = 



1 — ecosu ■ 



par suite , 



(i — e) (i -f-cos«) 

I -h cos ô = ^^ — ■■ 

I — e cos u 

(i-|-c)(i — ces//) 

I — cos = ^ <-^ ^ ; 

I — e cos u 
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et, divisant ces deux équations membre à membre, 

i-f- e 
tang»|9 = - -tangi-w; 

I ~"~ c 

prenant les racines avec le même signe, puisque li et d sont 
nuls en même temps , on a 



tang|G = W—- tangua. 

On pourrait encore obtenir directement cette valeur de en 
fonction de fi. En effet , 

,^ cdt cdr du , 

'* rsJbr^-^-^iiir — c' i — ecos^a' 



Pour intégrer cette équation , on posera 

ce qui donnera 

du , 

— — — = 2dz; 
cos^ y u 

observant ensuite que Ton a 

cos u = cos' y « — ^in* ju^ 
il viendra 

I — C--I- (l-f- <?)«' 

d*où 

~H =i arc tang z 4 / f- c,. 

La constante c^ est nulle , puisqu'on doit avoir en même 
temps d = o, ^ = o ; on aura donc 



V I — c 



tangjO, 
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OU 



tang ^ ô = V/t^- *^"8 ^ "• 



La coordonnée est donc connue en fonction de ii et, par 
suite, de t. 

28. La durée T de la révolution de la planète se dé- 
duira de l'équation nt^=u — e sin k , en y faisant i/ = 2 tt, 



qui donne T = — = 27ra\/-- 
^ /i Vf* 



ce 

n \ Il 

C'est aussi la valeur que l'on obtiendrait en divisant l'aire 

de l'ellipse par celle que décrit le rayon vecteur pendant 

Tunité de temps, et dont la valeur est-j c, ou j ^[la (i — e'). 

En effet, les demi-axes de l'ellipse étant a et a y/i — e', 

son aire est égale à na* \i — e'5 et si on- la divise par 

- Vfxa(i — e'), on trouve aTia i/— 

Quant à la vitesse en chaque point , elle est donnée par 
l'équation u*=: fx l U qui se déduit de la formule (2) 

en y remplaçant b par sa valeur — -• 

29. Les formules précédentes qur expriment f, 9 au 
moyen de la variable auxiliaire u , peuvent facilement être 
démontrées géométriquement. 

Soient O {fig. 4) le centre de Tellipse, F le foyer que 
l'on considère , M un point quelconque de la courbe , N le 
point où l'ordonnée MP prolongée rencontre le cercle décrit 
sur le grand axe A A' comme diamètre ; on aura 

Cherchons d'abord t en fonction de m 5 et, pour cela, 
considérons le secteur elliptique MFA décrit pendant le 
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temps t. Le double de l'aire décrite dans Tunité de temps 
ayant été désigné par c dont la valeur est, comme nous 

Pavons vu, \//xa (i — e'), on aura 

sect. MFA = A f y/fta (i — (?»} = t. 



en faisant, comme précédemment, -^^ = n. 

a y a 

Or, on peut avoir une seconde expression du même secteur 
en fonction de u. En effet, on a , en observant que les or- 
données correspondantes à la même abscisse dans Tellipse 
et le cercle sont dans le rapport constant de & : a, 

sect. MFA = - sect. NFA = )Ji — e'{^OA — NOF); 



mais 



i»^A ^' ^T^T^ NO.OFsinw a'^sina 
NOA =z ~-u^ NOF = :: = — :: — , 



2 2 2 

donc 

»«T^4 «* i/l — é\ . . 

sect. MFA == — ' (u — e sin a), 

2 ^ ' 

Egalant les deux valeurs du secteur, on retrouve Téquation 
déjà obtenue 

nt=zu — esinu. 

Enfin , on obtiendra une équation entre et u en égalant 
les deux expressions de /* en fonction de chacune de ces 
quantités, et Ton retombera sur Téqualion 



tangjô = l/^^ tang | u. 



30. Avant de procéder au développement des coordon- 
nées de la planète en fonction du temps , nous allons mon- 
trer comment les formules précédentes se simplifient lors- 
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que Ton peut négliger les puissances de e supérieures à la 
première; ce qui est permis pour la plupart des planètes, 
avec une assez grande approximation. 
L'équation u= nt-^e sin u donne 

u=. nt-\- e 9\n (ni •+- e sin a), 

et, en négligeant e', 

u =. nt -{- e sin nt. 
Or, on a 

r = a(i — <?cos m); 

donc 5 en négligeant encore e*, on aura 

r=a(i — ccos/i/). 

U ne reste plus à déterminer que 6. On pourrait le tirer de 
Toquation de la trajectoire dans laquelle on remettrait pour 
r la valeur que nous venons de trouver. Mais il vaut mieux 
le calculer directement d'après l'équation 



En négligeant le carré de e, Téquation de la trajectoire 
donne 

r=.a[i — dcos9) et r'=fl^(i — 2^ ces 9], 
et , par suite , 

rf0(i — 2ecos9) = rf/ -111- = ndt\ 

a ya 

d'où, en intégrant et observant qu'on a en même temps 

«=0,0=0, 

ni = Q — 2 <7 sin 9 , 

el, par su^te, en négligeant e*, 

Q = nt-\- 2esm nt. 
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31 . Le mouvement angulaire de la planète serait uni- 
forme , si l'on pouvait négliger le terme 2 e sin nt. Mais on 
peut toujours se représenter un point dont le mouvement 
angulaire aurait pour équation 9 = nf , et qui partirait du 
périhélie en même temps que la planète ; il passerait encore 
en même temps qu'elle à l'aphélie, parce que pour ce point, 
on a 9 = TT , et, par conséquent, sin nt = o. Dans la pre- 
mière moitié de la trajectoire, la planète réelle est en avant 
de la planète fictive, d'une quantité angulaire dont la va- 
leur approchée est 2 e sin nt , et que l'on nomme Y équation 
du centre. Dans la seconde moitié, au contraire, c'est la 
planète réelle qui est en arrière de l'autre, puisque sin nt 
est négatif; elle la rejoint au périhélie, et le même mouve- 
ment recommence et se reproduit indéfiniment. 

On donne à cet angle nt le nom d' anomalie moyenne^ 
on l'appelle encore le moy^en mouvement de la planète. 

La considération de cet astre fictif est utile dans le cas 
de la terre pour la détermination du temps moyen. On 
corrige ainsi l'inégalité du mouvement du soleil dans l'é- 
cliptique ; il reste encore à corriger celle qui provient de 
Tinclinaison du plan de Fécliptique sur celui de l'équa- 
teur; et c'est à quoi Ton parvient en imaginant un second 
astre fictif dont le mouvement est uniforme et compris 
dans le plan de l'équateur. C'est lui qui détermine ce que 
Ton appelle le temps moyen ; il coïncide quatre fois dans 
Tannée avec le temps vrai qui est indiqué par le soleil réel. 
Nous allons maintenant chercher le développement des 
valeurs des deux coordonnées /• et de la planète en fonc- 
tion de t. Nous nous servirons, à cet effet, d'une formule 
importante due à Lagrange; et quoiqu'elle se rapporte 
naturellement au cours de calcul différentiel, il ne sera 
peut-être pas inutile d'en donner ici la démonstration. 



1 

] 
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Formule de Lagrange pour le développement de certaines 

fonctions implicites. 

32. Considérons la fonction z de la variable x^ déter- 
minée par Téquation 

(l) 3=r j:4-a/(z), 

f désignant une fonction donnée quelconque, et a une quan^ 
tité très-petite par rapport aux puissances de laquelle nous 
nous proposons de développer z. Les coefficients de ces 
puissances seront des fonctions de x qu'il s'agit de déter- 
miner, et, d'après le théorème de Maclaurin, seront les 
valeurs que Ton obtient en faisant a = o dans z^ et toutes 
ses dérivées par rapport à a , a: étant regardé conune une 
constante. La question se réduit à trouver la loi de ces 
dérivées. 

Ce premier problème n'est qu'un cas particulier de celai 
que nous avons en vue , et qui a pour objet le développe- 
ment d une fonction quelconque de z , suivant les puis- 
sances de a. 

Au lieu du développement que nous cherchons, on pour- 
rait, par des substitutions successives, obtenir des valets 
de plus en plus approchées de z. Ainsi, en substituant, 
dans le second membre de l'équation (i), à z sa première 
valeur approchée de :c , on aurait 

Substituant maintenant cette nouvelle valeur plus appro^ 
chée dans le même membre , on obtiendrait 

et Ton pourrait continuer ainsi indéfiniment^ mais on au- 
rait, de celte manière, des formules trcs-compliquécs , et 
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qui ne permettraient pas d'apprécier le degré d'approxima- 
tion 5 et c'est pour cette raison qu'on a cherché un dévelop- 
pement ordonné suivant les puissances de cf, et qui est 
d'autant plus convergent que et est plus petit. 
D'après la formule de Maclaurin , nous aurons 

ldz\ ld}z\ a' Id'^zK aP" 

\doLjo \rfa*/ol.2 \rfa'"/oi.2. . . 



I • • • . 
m 



Il faut donc connaître la valeur de z et de ses dérivées par 
rapport à a , quand on y fait a = o. L'équation (i) montre 
que z se réduit^ dans ce cas, à x^ ainsi ^o = ^) et il reste 

(d''*z\ 
T^) ' 
a Cf. y 

Pour cela, commençons par dîfférentier partiellement 
l'équation (i) par rapport à chacune des deux quantités x 
et a, considérées comme variables indépendantes; nous 
aurons 

et, en éliminant/' (z), 

, , dz ^, . dz 

Cette formule ramène les dîfférentialions de z par rapport 
à a, à celles de z par rapport à x^ dont l'emploi est très- 
avantageux, conmie on va le reconnaître. 

On tirera déjà de là ( j-)o '^ ^^^'> ^^^^ l'hypothèse de 
« = o, c devient j: , et — devient 1 5 ce qui donne 



dx 



( 
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Pour obtenir -7-7 > dîfférenlions les deux membres de l'équa- 
tion (2) par rapport à a , il vient 

d^z . dz dz f{\ ^'^ 

d^ z 
on obtiendra -^ — y- en différentiant par rapport à j: la 



dxdoL 
doL^ 



dz , 

valeur de — > fournie par l'équation ( 2) ; ce qui donne 






et, substituant, dans le premier terme de la dernière équa 
dz^ 

doL 



tion , à — sa valeur donnée par cette même équation, on 



d'^ z 
aura la valeur suivante de -7-^ au moyen de dérivées de 

z par rapport a x , 

d^'z ^. . .. . . /dzV , .. d' z 



i= ./(.)/' (.)('^)V(/z)' 



doL' ^ V /^ \ l\dx) ^^^^ dx^ ' 

et comme ce second membre est la dérivée , par rapport à 

dz^ 
dx 



dz 
Xy de (f^y -7-9 on aura enfin 



,3, ..._'V^-ri 

^^' 77' ~ dx ' 

et faisant a = o, 



( 



d'z \ _ d\fx)\ 
da^Jo dx 



Or, nous allons voir que toutes les dérivées suivantes de 
z par rapport à ce s'obtiennent, pour a = o, par des diffé- 
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rentiations par rapport à x , effectuées sur les différentes 

puissances de/'{x). 

d^ z 
Pour avoir la valeur de ^-j ? il faudrait différentier, par 

rapport à a, le second membre de l'équation (3)*, et, 

comme l'ordre des différentiations par rapport à or et a 

est indifférent , on pourra commencer par différentîer 

dz 
(yi)' — par rapport à a, puis le résultat par rapport à x, 

eue 

Mais, pour n'avoir pas à recommencer toujours les mêmes 

dz 

réductions , nous allons considérer généralement ^ (z) --r^ 

en prendre la dérivée par Rapport à a , et la ramener à des 
dérivées par rapport à x. 
On aura d'abord 






dz dz , . d^ z 



, . . az az , . a-z 



? 



remettant pour — > les mêmes valeurs que précédem- 

ment, cette expression devient 

?'{o/(^) (iy,+?(^)/'(^)(i) +?w/wë' • 

ce qui n'est autre chose que la dérivée , par rapport à a: , de 

dz 
^(z)f(z) — • On a donc la formule générale 

4,(.)|]_ 4,w(.)|] 

^^ da dx 

Au moyen de cette formule, on aurait déduit l'équa- 
lion (3) de l'équation (2), en supposant y (2:) :r=z f (^z) 



d^z 



'•[(/-)■ s] 



d ai? dx^ 

d*z 

Supposant ensuite y (z) = (/i)*, on passera à -j-j» et la loi 

que ces premières formules manifestent s'observera indéfi- 
niment; car, si Ton a 



doT dx"-^ 
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Si l'on suppose maintenant <f\z) = (yi)', on aura 

4w£] _ 4(^)-l] 

dot. dx 

et, par conséquent, en différentiant Féquation (3) par 
rapport à cf , on obtiendra 



en différentiant les deux membres par rapport à a , en fai- 
sant usage de l'équation (4)> et en prenant ç [z) = (yi)", 
on obtiendra 

dAifzY^'^^ 



ce qui fait voir que la loi supposée pour Tordre n a lieu pour * 
le suivant, et comme elle se vérifie pour les premières déri- 
vées , elle a lieu pour toutes ; on a donc généralement la 
formule 

Si Ton y fait a = o, on aura 

dz J 
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et, par suite, 






djf-^ 



Le développement de z sera donc 

,«. , ^ 1,2 dx 1.1.3 i/x^ 

(O) i 

^i~ ————— ; -f- . • • • 

33. Passons au problème plus général dont l'objet serait 
le développement d'une fonction quelconque F («), suivant 
les puissances de a, en supposant que z soit toujours déter- 
miné par l'équation (i). 

La formule de Maclaurin donne 



l d'"Y \ a"* 
\da,"' /ol.2. . . 



Le premier terme n'est autre chose que F (x), puisque z 
devient ar, pour a = o. Reste a déterminer généralement 

On aura d'abord 

d^F 
Pour avoir -r-z 9 il faut différentier le second membre par 

dar * 

rapport à a ; ce qui se ramènera à des différentiations par 
rapport à x, au moyen de l'équation (4). On trouve ainsi 



,^_^\li^ny^ 



d' 

da} dx 

II. 5 



/ 
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Cette équation conduit de même à la suivante 



flF'i.HAY'^] 






et ainsi de suite , en augmentant à chaque fois Texposant 
de / (z) d'une unité, ainsi que Tindice de la différentia- 
tion du produit entre ces parenthèses. On afione généra- 
lement 



r/"F 



./-'[r(3)(/3)-«^] 



da!" da^-^ 

Si maintenant on fait a = o dans cette formule , il faudra 

dz 
dx 



dz 
remplacer z par x et — - par 1 5 d'où résultera 



d^Y \ _ d^'\r {x){fxY\ 

Ou connaîtra donc tous les coefficients du développement 
de F (^) en différentiant, par rapport à x, des fonctions 
connues de cette variable. La formule à laquelle on parvient 
ainsi est 



^^^ ar ^/'«-'[F'(a:)(/c)'"-| 

1.2. . .m r/.r™~' 



Solution du problème de Kepler, 

34. Ce problème a pour objet le développement des va- 
leurs des deux coordonnées polaires r et 6 d'une planète, 
eu fonction de la variable indépendante /. Nous le résau- 
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drons , pour le cas du mouvement elliptique et dans l'hypo- 
thèse où e serait ime très-petite fraction , comme cela a lieu 
pour la plupart des planètes : pour Torbite de la terre par 
exemple , on a 

e =0, 016853 18. 

• Nous avons obtenu entre r, 0, f et la variable auxiliaire 
u , les trois équations suivantes : 

(8) u=: nt -i- esinn, 

(g) r = a(i — ecosn)^ 



(lo) tangje= y/^-^tangja; 

elles détermineraient commodément t^ r et pour une va- 
leur quelconque de u ; mais ce ne serait que par des inter- 
polations pénibles que l'on pourrait connaître /* et 9 pour 
une valeur donnée de f , et c'est pour éviter cet inconvé- 
nient qu'on a cherché à exprimer directement ces quantités 
en fonction de t. 

L'équation (8) rentre dans l'équation (i) en faisant dans 
celle-ci 

zrrrW, xz=znt^ en. z=i e ^ f [x)z=z ûnx. 

On aura donc immédiatement le développement de u 
suivant les puissances de e, en faisant ces substitutions dans 
la formule (6). On trouvera d'abord, en laissant x pour 
abréger, 

^' d,%m^x (•"' d"'-'\sm'" X 

1.2 dx i.2..,//i dx^~^ 

Exprimons maintenant les puissances de sin x au moyen 
des sinus ou cosinus des multiples de .r , et effectuons ensuî te 
les différentiations indiquées; nous obtiendrons les deux 

5. 
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suites d'équations 

2 sin* X = — cos 2 ar H- ï , 

2* sin' j: = — sin 3 âr + 3 sin .r , 

2' sin^ j? = €084-2^ — 4 ^^s 2 a: + 3 , 

2* sin* j? == sin 5 a? — 5 sîn 3 a: -h i o sîn jr , 

2'sin*ar = — cos6a7 -t-6co84«îP — i5cos2jr + lô, • 

et en difTérentiant, après avoir divisé par la puissance de 2^ 
qui est facteur dans les premiers membres , 

d,s\n^x 

; = sm 2 j: , 

ax 

d^ . sin' X 3* sîn 3 X — 3 sin x 
S? ~" 2^ ' 

d^ . sin^ X 



= 2^ sin 4 «ï^ — 4 sîn 2 a: , 



dx^ 

d* , sin* X 5* sin 5 ^' — 5 . 3^ sin 3 x -4- lo sin x 

7l? ~ 2* ' 

— — = 3*sin6:p — 6. 2* sin 4-^ H- 3. 5 sin 2 x. 

dx^ 

Faisant ces substitutions , puis remplaçant x par ntyOn a 
n == nt -i- e sin nt -{ — sin 2 nt 

2 

-4- — (3 sin 3 w/ — sin ^u) 

2' 

( 1 1) ^ H 5 ( 2 sin 4 ''^ — sin 2 nt) 

2 • O 

H =• (5' sin 5 nt — 3* sin 3 /?f 4- 2 sin nt) 

2' . 3 ^ ^ 

4- — 5-^ ( 3* sin6 w/ — 2" sin 4 ^' H- 5 sin 2 /If) -f-. . . , 
Maintenant que l'on peut trouver u d'après une valeur 
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quelconque de t, on pourrait, au moyen des équations (9) 
et (lo) 5 connaître r et pour chaque valeur de 1 5 maïs il 
vaut mieux encore éviter l'intermédiaire u et exprimer 
immédiatement ces quantités en fonction de t, 

35, Expression du rayon vecteur en fonction du temps. 

— D'après Féquation (9), - est une fonction connue de 

u, et pourra se déterminer au moyen de la formule (7), 
dans laquelle il faudra faire 

F(ar) =1 — ecosa:; 

par suite, 

Y* {x)z=ie sinar, 

et, comme dans le cas précédent, 

On aura donc d'abord 

r . , e^d,ûn^x e* rf'.sin'jç 

- = I — : ^ cos jp + e* sm' x -\ 1 ;r — 

a 2 ^ 2.0 ax^ 



Mais on a 



e^ d^ . sin* x 
2.3.4 ^^^ 



• . • • 



. , — cos 2 JC -h I 

S\U^X=. y. 

2 

</. sin* X -^3 cos 3 x -f- 3 cos x 
dx 2} 

rf'.sin*x , 

„ ^ = — 2 cos a.x -{- 2 cos 2 X , 

dx^ ■ 

d^»sïn^ X — 5^ cos S X -\- S,V cos 3 a? — 5 . a^coso; 
dx^ """ 2* 

rf* ,sin® X — 3* cos 6^ + 6.2* cos ^x — 3.5 cos 2 x 
dx* 2 
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Substituant dans la valeur de -? et remettant nt au lieu de 

a 

or, on a la formule cherchée 

f fit /»' 

- = 1 — e CCS nt (ces ^nt — i ) (3 ces Znt — 3 cosnt) 

(il) ! — ^(cos4''^ — eos2.nt) ^(S'cos/ï^ — 5.3*cos3/îrH-5.2cos«*) 

I ^ 2 « ^ 

T-p ( 3^ ces 6 «^ — 2* ces Lnt-^S cos 7.nt) — .... 

2*.o ' 

36. Expression de V anomalie vraie en fonction du 
temps, — Il ne reste plus qu'à exprimer 9 en fonction de U 
L'équation (lo), au moyen de transformations élégantes de 
u, dues à Lagrange, fera d'abord connaître d en fonction de 
sin u^ sin 21/, etc. Remplaçant ensuite ces dernières quan- 
ti té» par les développements ordonnés suivant les puissances- 
de e, on aura la solution de la question. 

Substituant d'abord aux tangentes les rapports du sinus- 
au cosinus , et à ceux-ci leurs expressions en exponentielles 
imaginaires, Téquation (10) deviendra, en désignant par s 
la base du système de logarithmes népériens, 



M~\ 






d'où Ion tire 

ô/ZT É"^^(>/i4-é? -h s/i — e) +- >/i — ^? — y/i -4-6' 

c ^3 ' ' ' „ " ' 

guv^-t(^/, — c _ y/, _|_ c) -H v^i — a 4- y/i 4- 6- 

Posons 

v/i H- f — VI — 6' e 



A •■ 


-6* 1 -1- V^ 1 c' 


nous aurons 




1 Xs"*"-' 
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et , prenant les logarithmes des deux membres , puis divisant 
par yCIT, 



= « + 



v^ 



On peut développer les logarithmes , puisque X est plus petit 
que l'unité*; et si l'on remplace les exponentielles imaginaires 
par des sinus et cosinus, on aura enfin 

^ = a -f- 2 ( X sin a 4- - sin 2 w -H 77 sin 3 a -h 7 sin* u +. . . ) • 
\ 2 3 4 J 

Il faut maintenant substituer à u, sin u, sin 2u, , , , leurs 
développements ordonnés , par rapport aux puissances de e , 
d'après la formule de Lagrange. La valeur de u est déjà 
donnée par Téquation (ii); et sin u s'en déduit d'après 
l'équation (8) , qui donne 

u — nt . e , 

sin u = =: sin nt-\ — sm 2 nt 

c 2 



e^ 



H ( 3 sin 3 /{^ — sin nt) -H . . . 

23 ^ ' 



On trouvera ensuite , par la formule de Lagrange , 
sin 2 tt = sin 2 wr + ^ (sin Snt — sia nt) -H e^ ( sin ^nt — sin 2 nt) 

(4 sin 71^ — 27sin3/?^'4-25sin5«£)-f-..., 



2^3 



sin 3u = sïn3ne -i — ( 3 sin 4 ^^ — 3 sin 2 nt ) 

JSê 



--fi5 sin 5 71/ — i8sin3w/ -+• 3 sin nt) 

23 N ' 



é" 



-h j (9 sin 6/1^ — 12 sin 4^2^ -H 3 sin 2 «/)-}-.... 

Il ne reste plus qu'à développer les puissances de X suivant 
celles de e. 



y 2 COUBS DE MECANIQUE. 

Pour cela , posons 

I -h v'i — «' = Ej 



d'où 



E' 



nous pouirons développer E "'', suivant les puissances de e", 
au moyen de la formule (7), dans laquelle il faudra sup- 
poser 

z = E, ^=2, a = c% F(z) = grP=^E-l'.. 



On aura ainsi 









et, comme on a 



2.3.2^+« 



\ = eE-V 



c ■+"•••) 



on aura 



\P:= 1- -il-_ eP-*-^ -4- ^^^ ^^ cP-^* 



2P 2''-^'' 2.2/^* 

/^(/^-*-4)(/^-h5^) 



2.3.2/'-^ 



ef+« 



Substituant aux diverses puissances de X les valeurs résul-* 
tant de cette formule, ou aura , en négligeant les puissances, 
de e supérieures à la sixième , 



9 = «^-f- 



[le — -re^-i — 77 c* I sm /2^ 

\ 4 96 / 



1 1 



(.3) 



4^' 24 



'7 ^ 



9* 



e^ ]sin,2 nt 



I — e^ — 7^76** I SI 
V12 64 / 



sin3/2/ 



io3 . 4^1 A . , 
— ^ c» — -75- e« I sin 4 z?^ 

96 480 ; 

1097 . 1223 , . ^ 

• fî* sin 5 nt H 75 — c" sm o /// , 

goo 900 
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OU , en ordonnant par rapport aux puissances de e , 

= /srr -H 2 c sin «f -4- 7 e* sin 2 nt 
H — r^(i3sin3/ïr — Zsmm) 

^ * H--7-r (loSsini/»' — A4sin2/ir) 

-5-5— ^ (1097 sin 5 /if — 645 sin 3 «r -4- 5osin/7^)+.... 

On voit qu'en négligeant les puissances de e , supérieures 
à la première, les formules (12) et (i3) donnent, comme 
nous l'avions précédemment obtenu pour ce degré d'ap- 
proximation , 

r = a[\ — e ces nt) , 
Ô = /rf -H 2 esin nt, 

CHAPITRE XIII. 

MOUVEMENT D'uN SYSTÈME QUELCONQUE DE POINTS. 

37. Il n'y a lieu de considérer que le cas où il existe des 
liaisons entre les points du système ; car sans cela le mou- 
vement de chacun d'eux se déterminerait isolément, comme 
nous l'avons vu précédemment. 

Supposons donc qu'il existe des liaisons qui puissent 
s'exprimer par des équations, et soient 

L.= o,. M = o, N = o,... 

un nombre h d'équations qui doivent avoir lieu à chaque 
instant entre le temps et les coordonnées de ces divers 
points. Si l'on donne en grandeur et en direction les forces 
qui sollicitent chacun d'eux, et qui dépendent soit de leur 
position , soit du temps ; si l'on connaît , de plus , la position 
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initiale de tous les points , ainsi que les directions et les 
grandeurs de leurs vitesses initiales , il est évident que le 
mouvement est complètement détermine, et que les coor- 
données de chaque point dépendent du temps, d'une ma- 
nière qui n'a plus rien d'arbitraire. Si donc on désigne par 
n le nombre des points matériels du système; comme on 
connaît déjà h équations entre leurs Zn coordonnées, il 
reste encore à trouver 3 w — k équations entre ces mêmes 
coordonnées et le temps ; et le problème se trouvera com- 
plètement résolu, puisqu'on pourra assigner à chaque 
instant la position de tous les points, et par suite toutes les 
circonstances du mouvement. Ces équations s'obtiennent 
au moyen du principe suivant, qui est dû à d'Alembert. 

Principe de d'Alembert, 

38. Ce principe a pour objet de ramener la détermination 
du mouvement d'un système quelconque à la considération 
de l'équilibre de ce même système. 

Lorsque des points sont soumis à certaines liaisons , les 
forces qui leur sont appliquées ne leur donnent pas le même 
mouvement que sHls étaient entièrement isolés et libres. 
Si l'on pouvait évaluer les forces qui proviennent de 
ces liaisons, en les joignant pour chaque point à celles qui 
y sont directement appliquées, on pourrait les considérer 
tous comme entièrement libres et isolés. Désignons par m 
la masse de l'un quelconque d'entre eux', et par x, 
y, z ses coordonnées ; les trois composantes de toutes les 
forces ainsi calculées devraient donc respectivement être 
égalées à 

d}x (Py fPz 

dont nous représenterons la résultante par Q. 
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Cela posé, soit P la force donnée qui agit sur le point m \ 
appliquons à ce point la force Q , et une force égale et 
contraire Qi , et agissons de même pour tous les autres 
points \ rien ne sera changé ni dans le mouvement, ni 
dans les efforts exercés sur les différentes parties du sys- 
tème, puisque les forces introduites se détruisent deux à 
deux sur uu même point , et par conséquent n'établissent 
aucune action entre deux points différents. 

Mais le point m pourrait être considéré comme libre si 
Ton introduisait les forces que produisent sur lui les liaisons 
du système; donc ces dernières doivent exactement dé- 
truire P et Qi , puisque la force Q produirait sur ce point 
libre le mouvement qu'il suit réellement. Et si les forces 
P et Qi n'étaient.pas détruites par celles qui proviennent 
des liaisons , elles se composeraient avec elles et donne- 
raient une résultante qui, conjointement avec Q, devrait 
produire sur le point libre le même mouvement que la 
force Q seule , ce qui est absurde. D'où il suit que les liai- 
sons du système développent à chaque instant des forces 
qui font équilibre aux forces P et Qi , relatives à tous les 
points. On peut donc énon(!er le principe suivant qui est 
dA à d'Alembert : 

Dans le mouvement d'un système quelconque de 
poùus soumis à des liaisons quelconques , et sollicités 
par des forces quelconques, il y a équilibre à chaque 
instant, au moyen de ces liaisons y entre ces forces et des 
forces égales et directement opposées à celles qui produi- 
raient sur chaque point matériel, supposé libre, le moui^e- 
ment quil suit réellement - ou, en d'autres termes, entre 
ces forces et les forces d inertie développées par chaque 
point du système. 

Quant aux eflbrts exercés sur le système, ils peuvent 
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varier à chaque instant, et sont produits par les forces 
variables qui s'y font continuellement équilibre. 

39. Voyons comment ce principe conduit à la détermi- 
nation du mouvement de chaque point, en fournissant 
autant d'équations qu'il y a de coordonnées indépendantes. 
Désignons par X, Y, Z les composantes connues de la 
force totale appliquée au point dont la masse est m ; par 
X', Y', Z' celles qui se rapportent au point tw', et ainsi de 
suite , ces forces pouvant être nulles pour un nombre quel-« 
conque de ces points ; d'après ce que nous avons dit, il devra 
y avoir à chaque instant équilibre sur le système entre ces 
forces et celles dont les composantes sont, pour chacun des 
mêmes points respectivement , 

d}x d}Y (Pz 

dt^ df dt^ 

,d^x! ,d}r' ,d}z' 

dt* dt" dt^ 



^t y-i ^v désignant les coordonnées de ces différents 
points. En d'autres termes, il doit y avoir équilibre entre 
les forces suivantes , appliquées respectivement aux points 
/;/, m^.., parallèlement aux axes de coordonnées 



d}x d^a/ 

X — m -7- 9 X — m' — r— 5 • • • ? 



2 



df dt 

Y-w^", Y'- m'^,..., 
dt^ dt^ 

^^ r,, ,à}z* 

Z — /w -7- 9 Z' — m' -rr? 



I • • 



de dt 



3 



Les conditions d^équilibre seront exprimées par l'équation 
suivante que donne le principe des vitesses virtuelles, en 
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supposant les a:&es rectangulaires : 






(z- 



= o. 



d X, dy^ dz désignent les composantes du déplacement 
infiniment petit quelconque, que Ton pourrait faire subir 
au point (x^j^ 2), à un instant quelconque du mouvement, 
sans violer les conditions du système, telles qu'elles sont 
au moment même que l'on considère , et le temps n'étant 
pour rien dans la considération des déplacements, ou 
vitesses virtuelles, dx^ dj^ Jz, La somme 2 s'étend à tous 
les points matériels du système, et les quantités X, Y, Z 
seront supposées nulles pour ceux auxquels aucune force 
ne sera appliquée. 

L'équation (i) renferme 3 n variations, le nombre des 
points étant /i^ et elles doivent satisfaire aux k équations 
difierentielles des équations données L = o , M = o , 
N = o,..., ce qui donne 

-— ^.r 4- -7- ^/ -4- -7- ^^ + :r-/ ^-^^ -*- • • • = ^' 

dx dy dz dx 

^ dx dy dz dx' 



Éliminant A variations, au moyen de ces équations, il n'en 
restera plus que Zn — h complètement indéterminées. En 
égalant à zéro les coefficients de chacune d'elles , on ob- 
tiendra 3 n — A équations qui, jointes aux A premières, 
détermineront les coordonnées de tous les points en fonc- 
tion du temps. Le problème se trouve donc ainsi ramené à 
l'intégration d'équations différentielles. 
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40. Si roii multiplie les équations (2) par des indéler^ 
minées X, ji, v,..., qu'on les ajoute à l'équation (i), et qu'on 
égale à zéro les coefficients de chacune des yariations , on 
aura 

^ (fx , r/L dm r/N 

(It^ dx dx dx 

d'Y dl. dU r/N 

dt- dy ^ dy dy 

d}z ^ dL dM. fl?N 

,d'x' fIL du dN 



Si Ton élimine les A" indéterminées X, (i, v,..., on ob- 
tiendra 3/1 — h équations différentielles du second ordre 
entre x^ y^ z^ x\,., et le temps t. Ces équations seront les 
mêmes que si Ton avait éliminé k variations, comme nous 
l'avons d'abord indiqué; mais ce procédé a l'avantage que 
nous avons déjà reconnu, quand nous l'avons appliqué au 
principe des vitesses virtuelles 5 il détermine les forces dont 
les équations de condition tiennent lieu*, et les valeurs des 
quantités X, (x, v,.,. feront connaître les efforts qu'éprou- 
vent à chaque instant les liens qui assujettissent les points 
à satisfaire à ces équations. 

Si le système est déterminé par d'autres variables que 
les coordonnées de ses points , on suivra toujours la même 
marche; et l'application du principe des vitesses virtuelles 
fera toujours connaître autant d équations qu'il y a de 
variables indépendantes; de sorte qu'en les joignant aux 
équations de condition, on pourra toujours déterminer tou- 
tes les variables en fonction du temps *, ce qui est précisé- 
ment l'objet que l'on se propose. 

41 . Détermination des constantes , — Les constantes in- 
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troduites par l'intégration des 3 « — h équations différen- 
tielles seront au nombre de 6 n — 2 A ; et on les déterminera 
par les données de l'état initial , c'est-à-dire au moyen des 
positions de tous les points , ainsi que des grandeurs et des 
directions de leur vitesse, à un certain instant, qu'on pren- 
dra pour origine des temps. Ces positions initiales ne sont 
pas entièrement arbitraires , parce que leurs coordonnées 
doivent satisfaire aux k équations données : de sorte qu'on 
ne peut se donner arbitrairement que 3w — A de ces coor- 
données. De même aussi, les composantes de leurs vites- 
ses doivent satisfaire aux A équations qu'on obtient entre 

— > -T-v> en différentiant les h équations données 5 d'où 

il suit qu'on ne pourra se donner arbitrairement que 
3 n — k composantes des vitesses initiales. Ainsi, pour que 
l'état initial soit entièrement déterminé, ce qui est indis- 
pensable, il faut que Ton se donne 6 n — 2 A: quantités , 
qui peuvent être cboisies tout à fait arbitrairement 5 mais 
on ne peut pas s'en donner davantage. 

Cela posé, quand on aura intégré le système des équa- 
tions différentielles , on aura , pour déterminer toutes les 
coordonnées des n points, d'abord les k équations données , 
et ensuite 3/ï — k équations, renfermant 6n — 2 A con- 
stantes arbitraires. Ces 3/i — k équations devant être satis- 
faites à chaque instant, on y fera f = o, et on remplacera 
les coordonnées par leurs valeurs initiales : il enrésultera 
3/* — k équations entre les constantes et des quantités con- 
nues ; les k équations restantes seront nécessairement satis- 
faites, pnisque l'on a dû choisir les coordonnées initiales, 
de telle sorte que les liaisons exigées eussent lieu. Diffé- 
rentiant ensuite les 3 n — k équations entre les coordon- 
nées , on en aura un égal nombre entre les composantes 
des vitesses*, et si Ton y substitue les valeurs initiales des 
coordonnées et de ces composajites , on aura 3 n — k nou- 
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velles équations entre les constantes arbitraires et des 
quantités connues. On aura donc enGn 6n — 2 Ar équations 
pour déterminer les 6fi — 2 A' constantes. On en pourra 
donc tirer les valeurs de ces inconnues, et les coordonnées 
de tous les points du système seront complètement déter- 
minées en fonction du temps. 

Ce que ton entend par forces instantanées. Leur mesure^ 
Détermination du mouvement quelles produiseni, Sik- 
perposition de leurs effets. 

42. Nous avons démontré, dans le n^ 260, tomel, 
qu'une force constante pouvait être mesurée par la quantité 
de mouvement qu'elle a produite, divisée par le temps 
employé à la produire ; d'où il résulte que pour produire 
une quantité de mouvement déterminée, il faut que la du- 
rée de Faction soit d'autant moindre que la force employée 
est plus grande , mais qu'il n'y a aucune force qui puisse y 
parvenir sans employer un certain temps. Néanmoins j si 
l'effet est produit dans un temps si court , que rien n'ait pu 
changer sensiblement dans les positions des points, on 
pourra , dans la plupart des cas, faire abstraction de ce 
temps; et pour indiquer cela , nous donnerons à la force le 
nom de force instantanée. 

Pour mesurer, soit la valeur constante d'une pareille 
force, soit sa valeur moyenne, si elle est variable, on 
pourrait la rapporter à l'unité ordinaire, et Ton aurait 
pour mesure la quantité de mouvement produite, divisée 
par la durée de l'action. Mais cette durée n'étant pas ap- 
préciable, au moins dans le cas où il peut y avoir quelque 
utilité à considérer ce genre de force, il vaut mieux ne pas 
l'introduire dans la mesure, et se borner à la quantité de 
mouvement. On supposera alors à Faction la durée que 
l'on voudra, pourvu qu'elle soit extrêmement petite-, les 
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effets n'en dépendront nullement, comme nous allons 
le faire voir, en donnant le moyen de les calculer. Ainsi 
nous mesurerons une force instantanée par la quan- 
tité de mouvement qu'elle produit en agissant sur un 
point matériel libre en repos. Et comme la décomposition 
des forces se fait de la même manière que celle des vi*- 
tesses, il s'ensuit que les composantes d'une force instan- 
tanée, prises parallèlement à des directions données 
d'après les mêmes règles que pour les forces continues, ne 
sont autre chose que les forces instantanées qui correspon-^ 
draient aux composantes de la vitesse totale suivant les 
mêmes directions. 

Enfin, comme les composantes de la vitesse d'un point 
matériel, parallèles à trois axes fixes , se trouvent aug- 
mentées par l'action de forces quelconques de la même 
manière que si la vitesse initiale était nulle, il s'ensuit 
que les composantes de la foice instantanée qui agit sur 
un point matériel en mouvement, sont mesurées par les 
quantités de mouvement correspondantes aux accroisse* 
ments des composantes de la vitesse de ce point. 

43. Pour déterminer l'efTet de forces instantanées sur 
un système quelconque déjà en mouvement, appliquons 
l'équation (i) à ces forces, en négligeant toutes les autres 
qui ne peuvent produire aucun effet appréciable pendant 
la durée totale 6 de ces actions, dont les unes peuvent 
cesser avant les autres. Les valeurs de x, j^, z^ x',.«» peu- 
vent être regardées comme invariables pendant ce temps : 
et il est facile de voir quMl en est de même de âx^ dy^ âz^ .... 
En efiet, ces variations satisfont aux équations dilTéren- 
tielles de L = o, M = o,..., dans lesqu^les t est considéré 
comme une constante. Or, cette constante ne changeant 
qu'infiniment peu, dans l'intervalle de temps que l'on 
II. 6 
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considère, les quantités dx^ ^J^v ^^ peuvent changer 
que de quantités infiniment petites par rapport à elles- 
mêmes, et doivent par conséquent être considérées comme 
invariables. Intégrons maintenant Féquation (i) par rapport 
à f, en prenant pour limites le commencement et la fin de 
l'intervalle 6; désignons par mX, m Y, mZ les compo- 
santes de la force appliquée au point dont la masse est m; 

et par A -^, A -~? A '^les intégrales de -^J^^^ A, 
^ dt dt de ° di* ^ dt* ^ 

— dt^ qui sont les accroissenicnts des quantités -j-f 
-^> — ; nous obtiendrons ainsi l'équation 

4- ( fzdt 

Or, la force appliquée à la masse m ayant pour com- 
posantes wX, m Y, mZ, les intégrales mJlLdt , mJYdt^ 
mfTidt sont les composantes de la quantité de Hiouve- 
ment que produirait cette force dans le temps 6, et, par 
conséquent, les composantes de la (otcg . instantanée f 
d'après le sens que nous attachons à cette dénominatioiir 
Si on les représente par Xi, Y,, Xj, l'équation précédente 
devient 





(3) y.\ ' .' =^- 



Mais si la masse m était libre, les composantes de I9 
force instantanée qui changerait les composantes de sa 



i 



DEUXIÈME PARTIE. — I>TN4MIQUE. 83 

Vitesse , de la même manière qu'elles l'ont été, seraient 

dx dy dz 

A w -— - 9 /w A -— 5 /w A —- • 
dt dt dt 

Donc l'équation (3) exprime qu'il y a équilibre entre les 
forces instantanées qui ont agi, et les forces instantanées, 
prises en sens contraire , qui produiraient le même change- 
ment dans le mouvement de chaque point s'il était entiè- 
rement libre : ces dernières forces ne sont autre chose que 
les forces d'inertie correspondantes au changement brusque 
des vitesses. Le principe de d'Alembert s'applique donc 
aux changements brusques comme à ceux qui s'opèrent 
d^une manière continue dans le mouvement d'un système 
quelconque, en entendant que les forces instantanées se 
mesurent par la quantité de mouvement qu'elles communi- 
queraient à un point libre. 

Il est important de remarquer que les accroissements des 
composantes des vitesses, ainsi déterminés, sont indépen- 
dants des grandeurs de ces vitesses, et sont les mêmes que 
si le système était en repos au moment où agissent les forces 
instantanées. 

Et l'on voit encore que les vitesses, après l'effet des for-* 
ces instantanées, sont les mêmes que si le système partait 
du repos et fût sollicité par les forces instantanées données, 
auxquelles on joindiail d'autres forces capables de com- 
muniquer au système en repos l(?s vitesses doi.it les diffé- 
rents points sont animés à Tinstant que l'on considère. 

44. Lorsque l'on aura éliminé de l'équation (3) toutes 
les variations qui dépendent des autres , et qu'on aura égalé 
à zéro les coeffieienls de celles qui resteront , les équations 
ainsi obtenues renfermeront linéairement les composantes 
des forces instantanées, et les accroissements des compo- 
santes des quantités de mouvement^ et, de plus, aucun 
terme ne sera indépendant de ces quantités. Ces équations , 
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jointe» aux équations de condition, dont on déduira, par 
la difïérentiation, des équations renfermant linéairement 
à tous leurs termes les accroissements des composante» 
des vitesses, détermineront toutes les quantités inconnues 

dx 

dt 

Or, d'après la théorie rfes équartions du premier A^véj 
tes dénominateurs de leurs valeurs seront indépendant» 
de Xi, Yi, Zi, X'i,..., et leurs numérateurs les renferme-' 
ront linéairement et sans termes indépendants. Donc, si 
tes forces instantanées varient toutes dans un même rap' 
port , les accroissements des composantes des vitesses va- 
rieront dans ce même rapport. Et plus généralement, si 
Von considère autant de systèmes que Von voudra de 
Jorces instantanées y les accroissements des composantes 
des vitesses de chaque point, seront les sommes des accrois* 
sements qui correspondraient à chaque système de Jotces 
agissant séparément sur le système des points en repof. 

On arriverait à la même conséquence sans sr^appuyer sur 
ta résolution des équations du premier degré, et par la seule 
observation que nous avons faite sur la forme des écpiations 
de la question. 

Ainsi, les effets que produirait chacune des forces, si 
elle agissait seule, se produisent en même temps sans se 
nuire \ ils se superposent les uns aux autres : et en estimant 
les vitesses acquises suivant les mêmes directions, elles 
s'ajoutent pour former la vitesse totale acquise dans ce» 
direction». 

CHAPITRE XIV. 

APPLICATION DU PRINCIPE DE D'aLEMBERT A QUELQUE» 

EXEMPLES. 

4S. Supposons que deux points , liés par un fil inexten" 
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^ble, soient posés sur deux plans inclmés dont Fintersec- 
tîon soit horizontale , et de telle sorte, que leur sytème sok 
toujours compris dans un même plan perpendiculaire a cette 
intersection. 

Soient m, ni les masses de ces points; &, Û' les angles 
• tpie les plans font avec la verticale^ x, a/ les distances AB^ 
AC (yîg". 5) «de ces points au point A , commun aux deux 
plans , et / la longueur du fil. 

Les forces qui produiraient sur les points libres le mou- 
vement qui a lieu réellement seraient respectivement 

d'^x d^x' 

m -rr^'i "i' "TT' ^^ agiraient dans les directions AH, AK.. 

Celles qui agissent effectivement sont nig^ ^ S'i ^^ sont di- 
rigées dans le sens de la pesanteur. li doit donc y avoir équi- 
libre dans le système entre les premières forces prises en 
4sens contraire, et les dernièixîs prises dans le sens même de 
la pesanteur. 

Pour exprimer cet équilibre, nous concevrons un dépla- 
cement virtuel infiniment petit quelconque, en observant 
qu'on peut regarder les points comme obligés à rester dans 
le plan AHK perpendiculaire à Tintcrsection des deux plans 
inclinés; car le mouvement réel ayant nécessairement lieu 
dans ce plan-, on peut, sans y rien cbanger, supposer que 
les points sont assujettis à y rester. 

Soient èx^ àod les variations de x^ od \ la somme des 
moments virtuels égalée à zéro donnera 

d'^x d"^ x' 

— m —, — Sx — w' — : — Sx^ ^- mif ces Q^x -^ m' a cos ^' dx* z=. o, 
dt^ dt^ ^ ** 



0t comme on a 

a; -^- x' = /, 

il en résulte 

Sx-\- $x' = 0. 

Multipliant cette équation par X, et Tajoutant à la pr«- 
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mière, puis égalant à zéro les coefficients de âx, âxf^ 'A 
yient 

— w-^ -+- //i^ CCS -f- >. = o, — /w' -— --Mii'^cos9'H-X = o, 
doù 

il^x d' x' 

— w -jT "*" '"' ""TT "H '''& cos — m' ç CCS ô' = O, 

d'x\ 



= //i(^-^a«6-hl^j 



et, obser\ant que — ; — = r— » 

fl' X 

[m ■+■ m' ) -— = g[m cos ô — /«' ces ô'), 

d'où 

d' x m cos h — m' cos G' 

dt' ^ m -h m' 

On tire de là en intégrant, et représentant par i* la vitesse 
du point m , 

de m cos G — m' cos ô' 

r// ** /// -H /II' 



fi'f ' / m cos ô — w' cos ô' A 

0:=^-. -, \-ct'hc')y 

2 \ w -h m J 

c ctc' étant des constantes arbitraires qui se détermineront 
d'après Tétat initial du système. 

Soient Xo , ^o les valeurs de x et ^', pour f = o , on aura 



c — i'i) , c _ — «270. 



Si la vitesse i^o est donnée ainsi que Xq , le problème est en- 
tièrement résolu, puisquW connaît x, et par suite a:' ^ et 
la valeur de 1 mesure la tension du fil , qui sera constante. 
Mais si Ton donnait seulement x^ et les forces instantanées 
qui agissent sur les deux points matériels au commencement 
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du mouvement, il faudrait déterminer les vitesses initiales 
en exprimant qu'il y a équilibre entre les forces mesurées 
par les quantités de mouvement acquises, et les forces 
instantanées prises en sens contraires de leurs directions. 
Soient w, w' les vitesses que les forces instantanées commu- 
niqueraient respectivement aux deux points s'ils étaient 
libres , ces forces seront mesurées par mw, m'tù'r^ et, en sui- 
vant la même marche que précédemment , on trouveia 



/// 



dx , dx* , . ^ Idx \ 

— m —■ /7i w -f- /// w = O, A = w I — w I 

de dt \dt 



dx dx 

et , en observant que -7- = ,-'* 

^ dt dt 



' dt 



d'où 



./ - .' 



dx m w — /w w 
<lt m H- ni' 



La valeur de X exprime la tension initiale produite par 

dx 

la percussion. Si l'on y remplace — par sa valeur que 
nous venons de déterminer, on aura 

— mm' 

m -^ m 

Si Ton suppose = o, 6^== o, le système n'est autre chose 
qu'une machine d' A twood, dans laquelle on n'aurait pas 
égard à la masse de la poulie. 

46. Considérons actuellement le cas où les deux corps 
réagissent Fun sur l'autre par l'intermédiaire d'un treuil, 
et se meuvent chacun dans un plan perpendiculaire à 
Tintersection des deux plans inclinés sur lesquels ils sont 
posés. Les équations données par le principe ded'Alerabert 
seront alors, en désignant par r, r' les rayons des deux 
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ftectioni , 

— m -T-— Sx — m' -- — Sx H- mgco$09x 

"h m' g cos G' 5 x' = o , 
r' Sx -{- rSx' =z o; 

d'où Ton déduit 

d^x 
T- m — - -h m g cos ô 4- > r' = o , 

d^x' 
— r m' — rr H- /«'fi cos G' -4- >r = o. 

d*x' r'd^x 
Eliminant X, et observant que -^ = -^7 U vient 

rf*x (wrcosô — /wVcosô')r 

Qn achèverait la discussion comme dans le cas précédent. 

47. Supposons maintenant une chaîne homogène posée 
sur les deux plans inclinés et glissant sans frottement, en 
restant dans un plan perpendiculaire à F intersection des 
deux autres. Soient / la longueur de la chaîne , et e sa liasse 
pour Tunité de longueur; on aura 

X -hx'=: l,f- 

çt, par suite , 

Sx ■+- Sx^= Q. 

Les poids des deux, parties de la chaîne seront respective- 
IÇk^ent ^ejtr, gex\ et les forces qui produiraient Faccéléra-i 

tîonquialieu seraient, pourchacunedeces parties, €X --rjy 

d} X* 

$x' -j-T' ^^ principe de d' Alembert donne alprs , en sup-. 
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primant le facteur commun e , 

— ar— -- ^x — x' -- — 5x'-f-ffJ?cosO.Jx -f-g^x' cosô' ^x' = o, 

dt^ dO 

et, par suite, 

d^x d^a/ 

— j:-T-;-H-gxcosÔ + À = o, — "^'"TT 4- g'-î'?' cos ô'+ ^=o; 

d'où , en éliminant X et x', 

--î=: f [xcOSO-h (x— OcOSÔ'j 

= 7(cosÔ-f-cosô')(a: -jj- 

/ ^ ' \ cos -f- cos 97 



Si l'on pose 



T(cOSÔ-f-COSÔ ) = «% 0? -, =:jj 

/ ^ ' cosô + cosG' '^ 



.2 ==«'J5 



on aura 

d'où 
et 

/ ces 0' 



X = ac"' -t- 6 e*^' -I- 



cos -h ces 0' 



Les constantes a, S se détermineront par l'état initial. 
On trouvera , en faisant f = o , 

CCS ô -h ces ô ^ 

(J'où Ton tirera a, S, si oTo et ^o sont donnés. Si l'on con- 
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Baissa il soulcmcut les forces inslanlanëes qui déterminent 
la vitesse initiale i^o? ^11 supposant connue la position ini- 
tiale, on agirait comine daus un des cas précédents.- 

ci-x 
La valeur de -— sera nulle quand on aura 



dt 



cl, par suite, 



/ cos ô' 

X ZZZ / j 

cos H- cos 



, / cos G 

X zr: 7 

cos -h cos ô' 



c'est-à-dire quand les deux longueurs x , x' seront propor- 
tionnelles aux longueurs des deux plans inclinés^ et si la 
chaîne était d^abord placée dans cette position , sans vitesse 
initiale, elle y resterait constamment. • 

48. Mouvement d'un fil flexible, — Soit e la masse de 
r uni té de longueur d*\xn £1 dont tous les points sont solli- 
cités par des forces dont les composantes, rapportées à 
l'unité de longueur, sont X, Y, Z, et dont les extrémités 
sont sollicitées par les forces (Xj, Yi, Zi •, Xj , Y^ , Zf)- 

Un élément ris sera sollicité parles forces ILds^ Ydsj 
Z fis., et par conséquent on devra avoir, d'après le principe 
de d'Alembert', 

4-X2^jr, -|-Y,^j2-hZ,^Z3= o, 

■ 

l'intégrale ayant pour limites les valeurs relatives aux ex- 
trémités du fil. On aura de plus dds = o, ou 

(Ix . ^ fJy ,^ ^^z t f. 
-r-d§x -+- -4 dSr -\- — d8z = o. 

ds ds ds 
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Cette équation a lieu pour tous les points du fil. Si on la 
multiplie par une indéterminée X qui varie d'un point à 
l'autre, que l'on fasse ensuite la somme de cette équation et 
de la première, on aura 

J \ds as as 

-*-X,^x, -h. Y, 5/, -h Z,5z, 4-X2^:r, -f- Yjd/, -f- Z^^Zj = o. 

Si l'on intègre par parties les termes de la seconde inté- 
grale qui a les mêmes limites que la première, elle de- 
vient 

/ dx ^ dy ^ dz _ \ 

— I (dxdA-^ -hSrd.'k-j--i'§zd.\j 



fi; 



Si l'on réunit les termes soumis au signe fj on devra 
égaler à zéro les coefficients des quantités 3x, dy^ $z\ ex 
les termes qui ne sont soumis à aucune intégration et qui 
se rapportent aux deux limites, devront se détruire entre 

eux. 

On aura donc d'abord les trois équations suivantes pour 
un point quelconque du fil : 

(X — Ê — — - \ ds — r/.^ — - =r o , 
dt^ J ds ' 

d'^z\ dz 

dr- 1 . ds ^ 

et si les deux extrémités sont indépendantes Tune de Tau- 
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Cre , on auia les deux équations 

/ X, Sx, H- y, Sy, + Z, 5z, 

(2) 

\ X, 3x^ 4- Y, ^j, 4- Z, 52, 

Les équations (i) sont les mêmes que si un élément quel- 
conque ds^ au lieu d'être lié aux autres, était ^sollicité par 
une force ayant pour composantes 

— a.A—j'y — «,A— 7*9 — «.À-7Î 

as as as 

ou encore par des forces tangentei à ses deux extrémités, 
et ayant pour composantes 

rfj: ri y dz 

as as as 

â la première extrémité, et 

f^dx ^- dx\ /, dy ^ ^ €ly\ (dz , ^ d%\ 

-\^Ts^''^iGy''\^is'^^'^is^^ 

à la seconde. L'effet de la liaison des éléments du fil est 
donc de produire en chaque point une tension exprimée 
par — 1. 

Si Ton élimine X entre les trois équations (i), on aura 
deux équations entre a:, j^, z, t^ qui détermineront à chaque 
instant la position de tous les points du fil. 

Quant aux équations (2), on commencera par réduire 
au plus petit nombre possible les variations qui y entrent, 
et Ton égalera à zéro leurs coefficients respectifs. On aura 
ainsi les équations qui détermineront à chaque instant la 
position des extrémités et les quantités afc*bitraircs intro* 
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duitespar rintégration, en y joignant déplus les condition» 
relatives à.rétat initial et à la longueur du fil. 

Si les forces appliquées aux extrémités sont nulles, et 
que ces extrémités soient mobiles , on ne pourra satisfaire 
aux équations (2) qu'en posant X| =r: o, ^^ = o, ce qui ap- 
prend que les tensions extrêmes seront constamment nulles. 

II faut excepter le cas très-particulier où le fil serait con- 
stamment perpendiculaire à la ligne ou à la surface sur 
laquelle une de ses extrémités serait assujettie a se mouvoir^ 
00 aurait alors, à cette extrémité, 

dxi Sx^ -h flf/i 8fi •+- dZi SZi = Oj 

et il ne serait plus nécessaire qu'on eût Xi = o. Il en se- 
rait de même pour Tautre extrémité. 

Si les extrémités sont fixes, les équations (2) sont satis- 
faites d'elles-mêmes. Mais alois on connaît Xi, ji , -Zi, 
J^sj/sî ^it et Ton devra exprimer que les équations de la 
courbe sont satisfaites par ces valeurs , quel que soit f , ce 
qui contribuera à déterminer les quantités arbitraires. 

49. On pourrait obtenir directement les équations pré- 
cédentes. En effet, si Ton désigne par T la tension en un 
point quelconque , l'élément ds sera sollicité par des forces 
dont les composantes totales parallèles aux axes seront 

dx dv dz 

Xds-^d.T — , Y^^-h^/T-f, zds-^d.J--, 

ds ds ds 

et le principe de d'Âlembert appliqué à cet élément don- 
nera 

(d^x\ dx 

.'^ - • ^ ) ■* + •'■^ * = "• 



( 



ds-i- d.T-^=o. 
ds 



d'z\ , ^ r^dz 
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équations qui no dilleront des équations (i) que par le chan- 
gement de — A en T. 

A chacun des points extrêmes du fil il devra y avoir équi- 
libre entre toutes les forces qui le sollicitent, en y compre- 
naut la tension *, car un point géométrique sollicité par une 
force quel conque acquerrai t , dans un temps fini quelconque, 
une vitesse infinie. De là résulteraient des équations îdtti^ 
tiques aux équations ( 2 ) . 

50. Considérons le cas particulier d'un fil dont l'ex- 
trémité A [fig' 6) est fixe, et qui passe en un autre point 
fixe B , sur lequel il peut glisser , et qui est à une dis- 
tance /de A. Son prolongement est vertical et soutient un 
poids T qui mesure la tension du fil en un point quelcon- 
que, dans sa position d'équilibre, qui est la droite AB, si 
Ton suppose que les forces X , Y, Z soient nulles. Prenona 
la ligne AB pour axe des x, et le point A pour origine. 

Cela posé, si l'on écarte infiniment peu le fil delà droite 
AB, en supposant que les tangentes aux différents points 
de la courbe qu'il aifectera fassent des angles infiniment 
petits avec AB, il se trouvera allongé d'une quantité infi- 
niment petite du second ordre, que l'on pourra négliger. 
Si l'on abandonne ensuite chaque point à lui-môrae , en 
lui imprimant une certaine vitesse initiale, on peut déter- 
miner le mouvement qui en résultera. 

D'abord il suit de rhypothcse relative a la position ini- 
tiale, qu'en négligeant les infiniment petits du second 
ordre, chaque point se mouvra dans un plan perpendicu- 
laire à AB, et par conséquent le point du fil qui était pri- 
mitivement en B pourra être considéré comme immobile. 
Donc X sera constant pour le point qui correspond à une 
valeur quelconque de l'arc .?, et Ton a 



= o, et, par suite, {f.\-~ = o. 



de' ' ' • ' fis 
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Maïs on a -p =i i , en négligeant les infiniment petits du 
as 

second ordre ^ donc é/.X==o, ou X = c, ce qui apprend 
que la tension ne varie pas et est constamment égale au 
poids T. 

Les deux dernières équations (i) deviennent, en rem- 
plaçant s par x^ ce qui est permis , diaprés ce que nous 
avons dit , 



dy T fi'y 


d'z T d'z 


fir ~' € dx"^ 


dt^ "" e dx^ 



Si l'on suppose, pour plus de simplicité, que la figure ini- 
tiale du fil soit renfermée dans un même plan , dans lequel 
on prendra l'axe des /, on n'aura plus à considérer que 
l'équation unique 

d'y _ T d'y 

~dF ~^ 7 dx' ' 

dont l'intégrale est 

(3) ^ = F(a.+ /Y/î)-t-/(x-.^î), 

F ety* désignant des fonctions arbitraires qui se détermine- 
ront d'après les positions et les vitesses initiales de tous les 
points du fil. Si la figure initiale du fil est exprimée, entre 
A et 6, par l'équation j^ = y (x), et si la vitesse initiale du 
point dont l'abscisse est x a pour expression ^ [x)^ il faudra 

' dy 

que l'équation (3) donne j^=(p (r) et — = ^ [x] pour 
f = o, ce qui conduit aux équations 

F(x)+/(:t) = ,p(x), y/l[F'(x)-/'(x)] = -;(a:); 

d'où l'on déduira facilement F (x) et/'(,r), au raoyon dr 
a.(x)et<|<(r). 
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Maïs CCS clernièras n'étant données que pour les valeurs 
de la variable, comprises entre o et /, il en serait de même 
des fonctions F elf\ de sorte que j^ ne serait pas connu pour 
toutes les valeurs de t. Nous verrons plus tard comment 
les conditions relatives aux extrémités permettent de dé- 
terminer les fonctions (p et ^ pour toute valeur de la varia- 
ble. Ces discussions, toutes spéciales, nous écarteraient de 
notre objet. 

CHAPITRE XV. 

DU MOUVEMENT RELATIF D'UN SYSTÈME. 

51 . Si tous les points matériels qui composent le sys^ 
tème étaient entièrement libres et indépendants les uns des 
autres , on rentrerait dans la théorie du mouvement relatif 
d'un point libre*, et il suffirait d'introduire en chaque point 
les deux forces fictives, définies dans le n^ 330, pour que 
le mouvement relatif du système fût ramené à un mouve- 
ment absolu. 

52. Supposons maintenant que certains points du système 
soient assujettis seulement à rester sur des surfaces ou des 
courbes données , fixes ou mobiles , constantes ou variables 
de forme. Il en résultera pour ces points des forces inconnues 
normales à ces surfaces ou à ces courbes. Si Ton en con- 
naissait les valeurs , en les joignant aux forces données, les 
points pourraient être considérés comme libres, et l'on ren- 
trerait dans le cas précédent. 11 suffirait donc d'introduire 
en chaque point les deux forces fictives dépendantes du 
mouvement des axes, et Ton serait encore ramené au mou- 
vement absolu. Mais, bien que ces forces normales soient 
inconnues, on peut toujours les introduire comme si elles 
étaient connues. Le nombre des quantités à déterminer sera 
augmenté*, mais le nombre des équations le sera également. 
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En cflet, les coordonnées d^un point assujelli à rester sur 
une surface doivent constamment satisfaire à Téquation de 
cette surface. Si le point est assujetti à rester sur deux sur- 
faces ou, en d'autres termes, sur une courbe donnée, il s'in*- 
troduit deux forces inconnues , normales à ces deux surfa*- 
ces; mais, en même temps, on a deux équations entre ses 
coordonnées : de sorte que le nombre des équations aug- 
mentera toujours autant que celui des inconnues , et le pro- 
blème sera entièrement déterminée Les équations de ces 
surfaces ou de ces courbes pourront être données en fonc- 
tion du temps et des coordonnées absolues ou relatives, et 
on les exprimera dans celui que l'on voudra de ces deux 
systèmes, au moyen des formules de la transformation des 
coordonnées. 

53. Si deux points du système étaient assujettis à rester 
à Une distance constante l'un de l'autre, comme cela arrive 
souvent, il naîtrait de là deux forces égales et contraire.^', 
dirigées suivant la droite qui joint ces points et appliquées 
respectivement à chacun d'eux. En introduisant ces forces^ 
les points peuvent être considérés comme libres , mais on 
devra exprimer que leur distance est constante; ce qui four- 
nît unfe nouvelle équation en même temps qu'il s'est int o- 
duit une nouvelle inconnue qui est la grandeur de la force. 
Ces conditions peuvent se multiplier indéfiniment. Le 
même point peut être lié à un nombre quelconque d'autres 
points, et assujetti à rester sur une ou sur deux sufaces. 
Chacune de ces conditions introduira toujours une incon- 
nue et une équation , et le problème sera déterminé. De ce 
qui précède, on déduit la proposition suivante : 

Lorsque i1i%^ers points d'un système en niouv^ement sont 

assujettis à rester à des distances constantes les unes de.< 

autres y ou à demeurer sur des suf faces ou des lignes varia- 

blés de position et déforme , le mous^ement de ce système 

II. 7 
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relalwement à trois axes mobileSy sera identique à un moU' 
i^cment absolu quon déterminera de la manière suiuanle 
par rapport à des axes fixes : On fera partir le système 
d*un état initial identique à Vétat relatif initial ^ on appli^ 
quera d^ abord en chaque point des forces dont lescompo" 
santés seront exprimées par les mêmes fonctions du temps 
et des nouî^lles coordonnées absolues, que les forces don^ 
nées le sont au moyen des coordonnées relatiifes ^ on y 
joindra les forces fictiv^es telles quelles ont été déterminées 
dans le cas d'un point libre : enfin, les points seront assu- 
jettis à conserver les distances données les uns avec les att' 
très y et à se mouv^oir sur des surfaces ou des courbes ayant 
pour équations, par rapport aux axes fixes, les équations 
données exprimées en coordonnées relatives aux axes 
mobiles. 

54. Cas général, — Les coudi lions que nous venona 
d^examiner sont celles qui se rencontrent le plus ordinaire- 
ment. C'est pour cela seulement que nous les avons présen*. 
tées en premier lieu , car nous aurions pu commencer par 
le cas, tout à fait général, dont nous allons maintenant nou» 
occuper. 

Supposons que les liaisons du système soient exprimées 
par des équations renfermant le temps et les coordonnées 
absolues x, y^ z^ od^ j^, z\ od'^ y'\ z'\,,. d'un nombre 
quelconque de points , M, M', M'^,.... Nous avons démon* 
tré que le mouvement absolu sera le même que si Ton sup- 
primait les liaisons et que Ton introduisît en chaque point 
des forées déterminées par les équations qui expriment ces 
liaisons. Ces forces , pour un point quelconque M ayant 
pour coordonnées x^ y^ z par rapport à un système quel- 
conque d'axes, sont normales aux différentes surfaces que 
Ton obtient à Tinstant que Ton considère, en considérant 
x^ y^ z comme seules variables dans toutes les équations 
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OÙ elles entrent ; et les valeurs des composantes de ces forces, 
parallèlement aux x, y^ z^ sont les produits des dérivées 
partielles de ces équations, relativement à x.^y^ s, par un 
facteur commun qui n'est pas donné, et qui est le même 
pour toutes les dérivées provenant de la même équation^ 
en sorte qu'il y a autant de ces inconnues qu'il y a d'équa- 
tions^ et qu'il est possible, par conséquent, de déterminer, 
non- seulement les coordonnées de tous les points à chaque 
instant, mais encore les grandeurs et les directions des 
forces qui pourraient être substituées aux liaisons, et per- 
mettre ainsi de considérer tous les points comme entière- 
ment libres. 

Tout cela étant rappelé, il est clair que si nous conce- 
vons introduites ces forces qui remplacent les liaisons, 
nous retombons dans le premier cas^ et le mouvement re- 
latif cherché coïncide avec un mouvement absolu dans 
lequel ces mêmes forces seraient ajoutées aux proposées et 
aux forces fictives qui se rapportent au mouvement relatif 
d'un point libre. Mais comme les forces provenant des liai- 
sons renferment des inconnues nouvelles en nombre égal 
à celui des équations données, il faudra employer ces équa- 
tions à leur détermination, afin d'avoir en tout autant d'é- 
quations que d'inconnues. 

Observons maintenant que si , dans toutes ces équations 
où nous avons supposé qu'il n'entrait que des coordonnées 
absolues, on remplace celles-ci par les coordonnées rela- 
tives, au moyen des formules ordinaires de la transforma- 
tion des coordonnées , rien ne sera changé dans les condi- 
tions des liaisons. Or, à un instant quelconque, on peut 
supposer qu'on prenne pour axes de coordonnées trois 
droites coïncidant avec les axes mobiles dans la position 
qu'ils occupent à cet instant. Les équations de liaison seront 
les équations proposées exprimées au moyen des coordon- 
nées relatives. Les forces à introduire auront leurs compo- 

7- 
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santés suivant ces axes, représentées par les dérivées par- 
tielles des équations par rapport aux coordonnées relative»^ 
multipliées par des facteurs communs en même nombre que 
ces équations , comme nous Tavons rappelé en détail toul 
a rheure. D'où Ton conclut la proposition suivante : 

Le mou^vment relatif d^un système de points, liés 
par des équations quelconques entre le temps et les coor- 
données de ces points par rapport aux axes mobiles y est 
identique à un tnouv^ement absolu du même système ^ en 
supposant : i° qu il parte d'un état initial identique à Fétat 
relatif initial^ 2° qu Usait soumis à l'action des forces dont 
les composantes sont exprimées par les mêmes fonctions 
des coordonnées des points, que celles des forces données 
le sont au moyen des coordonnées relativ^es^ 3° quon y 
joigne les forces fictiv^es ^ 4° ^^ ^^^ supposant enfin le 
système assujetti à des liaisons exprimées par des équa-* 
tions renfermant les coordonnées actuelles de la même 
manière que les équations données renferment les coor-* 
données relatwes, 

CHAPITRE XVI. 

PRINCIPES GÉNÉRAUX SUR LE MOUVEMENT DES^ 

SYSTÈMES. 

55. Quelles que soient les liaisons d'un système en mou- 
vement, nous avons vu qu'il y avait constamment équi- 
libre, en vertu de ces liaisons, entre les forces ayant pour 
composantes 

X — /w -TT y Y — m — — 1 Z — /w — p-. 
du* dt^ dt^ 

Or, cet équilibre ne serait pas troublé si Ton ajoutait de 
nouvelles liaisons qui rendissent rigide le système des 
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points •, donc les équations qui exprimeraient alors l'équi- 
libre ont réellement lieu quand on laisse les liaisons telles 
^qu'elles sont données. 

En appliquant cette considération au cas d'un système 
entièrement libre dans l'espace , on obtient deux proposi- 
tions importantes qui se rapportent au mouvement du 
-centre de gravité du système , et aux aires décrites par les 
rayons vecteurs de tous les points qui le composent. 

Les léqua^tions qui déterraineiu l'équilibre d'un systèmie 
rigide libre sont au nombre de six. Les trois premières 
expriment que les sommes des composantes des forces resr 
peclivement parallèles aux trois axes sont nulles séparément^ 
ics trois dernières , que les sommes des mora^ents des forces 
sont nulles par rapport h chacun des mêmes axes rectangu- 
laires. Nous allons examiner successivement les consé-r 
jquences de ces deux espèces de conditions. 

56. Mouv^enwnt du centre de gra\^ité, — Les trois pre- 
l^iières équations dont nous venons de parler sont 



2(z- 



rf»2 
,«— 1 = 0; 



d'où Ton tire 



d'^x d^ Y r/'" 

^ ' dt^ ' dt^ ' dO 

Les premiers membres de ces équations peuvent être transe- 
formés en introduisant les coordonnées x^^y^^ z^ du centre 
de 'gravité du système proposé, en entendant par là le point 
qui, à une époque quelconque du mouvement, deviendrait 
)e centre de gravité du système, si on liait instantanément 
^ous les points entre eux. 
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En effet, les coordonnées de ce point satisferont aui; 
équations 

( 2 ) Z mx = M jc, , 2 my = M/, , 2 mz = M z» , 

M désignant la somme totale des masses du système. 

Ces équations ayant lieu à chaque instant, on pourra les 
différentiel* par rapport au temps , et Ton trouvera 

/ « V dx ., dx^ dy ,, dyi .dz ,, dz, 

(3) 2/w — =M-r-'r 2//i-f- = M 4^, 2/w— =M-rij 

^ ^ dt dt dt dt dt dt 

çt , en les différentiant de nouveau , 



I 



^^- dO de^ dt' di^ di^ dt^ 

d'où, en vertu des équations (i), 

(5) M^'=r2X, M^'--=2Y, M^==2Z; 

^ ' dt^ df dt^ * 

équations qui expriment que les composantes de Taccéléra-i 
tion du mouvement du centre de gravité sont identiques à 
celles que Ton trouverait pour un point dont la masse 
serait M, et qui serait sollicité par toutes les forces don-, 
nées, transportées parallèlement à elles-mêmes en ce point. 
Si donc on supposait un point ayant une masse M, partant 
de la position initiale du centre de gravité, avec la même 
\itesse dans la n^ême direction, ses coordonnées seraient 
déterminées par les mêmes équations que celles du centre 
de gravité, et ces deux points coïncideraient à chaque 
ipstant. 

Quant à ce qui se rapporte au mouvement initial , suppo-^ 
sons qu'il sojt produit par des forces ins tan tapées , ayant 
pour composantes A , B , G au point m \ A', B', C au poin| 
m', et ainsi des autres, ces forces pouvant d'ailleurs être 
nulles pour un nombre quelconque de ces points. Si Von 
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remplace dans ce qui précède les forces continues par les 
forces instantanées, ou aura, au lieu des. équations (i), les 
suivantes : 

. r> <^J? dy ^ dz ^ 

(6) 2/W-— =:2A, 2w-^=z:2B, 2w— rrSC; 

al dt clt 

d'où résulte, d'après les équations (3), qui ont lieu depuis 
le commencement du mouvement, et que nous considére- 
rons à cet instant même, 

(7) M^'.-=2A, M^'mB, M^' = IC, 
^ ' ^ dt ^ lit ^ dt ' 

équations qui sont les correspondantes des équations (5). 

On voit donc que les composantes de la vitesse initiale du 
centre de gravité sont les mêmes qu'elles seraient pour un 
point ayant la masse M, et sollicité par toutes les forces 
instantanées qui déterminent les vitesses initiales du système 
partant du repos, ces forces étant transportées parallèlement 
à elles-mêmes en ce point. En réunissant ces deux proposi- 
tions, on aura le principe suivant : 

Le inouy^enient du centre de gra\>ité d'un système libre 
quelconque est le même que si Von y réunissait toutes les 
masses des différents points , et qu'on y transportât, pa- 
rallèlement à elles-mêmes , les forces itistantanées et les 
forces continues , qui produisent Vétat initial et les étals 
subséquents du système. 

Si les liaisons d'un système sont telles, qu'à chaque 
instant les points puissent être déplacés simultanément et 
parallèlement à une droite fixe, le théorème précédent aura 
lieu pour le mouvement du centre de gravité , parallèlement 
à cette droite. Car, en la prenant pour axe des -z, et fai- 
sant dx= o, ij'= o dans Féquation (i), page 77, ou 
aura 
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ei d z étant le même pour tous les points^ 

de' ' 

d'où 

d'où Pou tire la conséquence annoncée. 

Remarque, — 11 est bon de faire une remarque qui pourrai 
se reproduire souvent, au sujet des forces instantanées, 
c'est-à-dire de forces considérables dont on considère Teflet 
pendant un temps inappréciable. La conséquence que nous 
avons tirée dos équations (5) étant appliquée à ce genre de 
forces pendant le temps très-court qu'elles emploient à pro- 
duire les vitesses initiales, démontrerait que les compon 
santés de ces vitesses sont précisément les mêmes que si 
toutes les masses étaient réunies au centre de gravité du 
système, et que toutes les forces fussent transportées en ce 
point sans changer de manière d'agir. Maïs cette démons-» 
tration revient à faire une intégration relative à chacune 
des composantes de la yitesse du centre de gravité j et c'est 
ai^si, en effet, que l'éqnaliop (7) se déduit de l'équation 
générale (5) qu'on appliquerait à des forces très-grandes 
agissant dans un temps très-court. Et l'équation même qui 
nous servira dans Routes les questions où il entrera des forces 
instantanées, c'est-à-dire l'application du principe de 
d'Alembcrt à ce genre de forces, a ^té obtenue par une 
^ intégration analogue faite sur l'équation qui se rapporte 
aux forces continues. Mais une fois ce point bien entendu^ 
il est préférable de ne plus revenir à chaque instant sur ce 
même raisonnement, et d'introduire directement les forceai 
instantanées comme nous avons appris à le faire 5 c'est pour 
cela que nous avons écrit les équations (6) et (7), dont nous 
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aurions pu nous passer au moyen dti raisonnement précé- 
dent, mais que nous aurions pu aussi poser les premières, 
en partant de Tétat initial, avant de considérer les étals 
subséquents du système w 

Si le système renfermait des points , des lignes ou des 
surfaces fixes, on pourrait le considérer comme libre, en 
iptroduisant les forces qui résulteraient de ces conditions ; 
et le tbéorème précédent subsisterait bien encore : mais il 
faudrait ainsi avoir égard à des forces qui ne sont pas don- 
nées , et qui ne seront connues que quand le mouvement 
sera déterminé. 

57. Il résulte de là que si aucune force extérieure n'est 
appliquée au système, et, plus généralement, si les forces 
qui y sont appliquées se détruisent quand on les transporte 
en un n^ême point, le mouvement du centre de gravité 
est rectiligne et uniforme. Sa direction est donc celle de 
sa vitesse, initiale, et, par conséquent, de la résultante 
des forces instantanées qui ont mis le système en mou- 
vement, ou encore, des forces instantanées qui lui donne- 
raient, à un instant quelconque, le mouvement dont il est 
animé. 

Lorsque Jes points du système exerceront les uns sur les 
autres des actions réciproques, égales et contraires, conti- 
nues ou instantanées, le mouvement du centre de gravité 
n'en sera pas altéré, puisque ces forces, transportées en ce 
point, s'y détruiraient deux à deux. Ainsi des chocs, ou des 
liaison^ subites établies entre plusieurs corps du système, 
ou encore des explosions intérieures , produisant nécessai- 
rement des actions égales et contraires , ne sauraient modi- 
fier en rien lu mouvement du centre de gravité. C'est en cela 
que consiste le principe de la conseivation du mouvement 
du centre de grav^ité* 
Il est essentiel d'observer que toutes les propositions prc- 
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cédciitcs sont indépendantes de la nature des forces et des 
lois de leur action. 

58. Principe de la conservation des moments. — Con- 
sidérons maintenant les trois dernières équations d'équili- 
bre, qui expriment que les sommes des moments des forces 

^ d^x ^ d'^Y „ d^z 

A — m -—f Y — m — •? L — m -jy, etc., par rapport 

aux trois axes, sont nulles. Ces équations sont 



2 



et peuvent se mettre sous la forme 

/ d^z d^Y\ , ^ ^, " 

2w 



\ 



'S?--î?)=^i'^--'"- 



Ces équations ont lieu à (^aque instant du mouvement; 
elles expriment que les sommes des moments des forces 
données , par rapport aux trois axes , sont égales à celles des . 
moments des forces qui produiraient sur les points libres 
le mouvement qui a lieu. 

Nous nous occuperons particulièrement du cas où les 
seconds membres des équations (i) sont nuls. Cela aura 
lieu d'abord si les forces X, Y, Z, .. sont toutes nulles, 
c'est-à-dire si le système qui a été mis en mouvement est 
abandonné à lui-même, sans aucune action étrangère. 
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Cela aura lieu encore si les points sont soumis à des ac- 
tions qui seraient en équilibre sur le système rendu rigide ; 
car ces seconds membres sont les sommes des moments des 
forces par rapport aux axes, et ces sommes sont nulles 
si les forces sont en équilibre. Cela comprend le cas d'ac- 
tions mutuelles égales et de sens contraires, et, par con- 
séquent, de chocs quelconques entre les diverses parties du 
système. 

Enfin, ces seconds membres sont encore nuls si toutes 
les forces appliquées aux divers points du système passent 
par un même point, choisi pour origine des coordonnées. 
Eji effet, les composantes X, Y, Z d'une quelconque d'en- 
tre elles étant proportionnées aux coordonnées du point 
d'application , on aura 

ylj — zY = o, zX — jrZ = o, xX — ^X = o. 

On voit même qu'il suffirait que les forces eussent une 
résultante passant par l'origine. De sorte que les seconds 
membres des équations (i) seront nuls toutes les fois que 
les forces seraient en équilibre sur le système rendu rigide, 
et lié au point fixe qui a été pris pour origine. 

Le cas dont nous allons nous occuper a donc encore unç 
assez grande généralité. 

I^ équations (i) deviennent, dans cette supposition ,^ 

, , / d'x d^z\ 

/ d^Y d'x\ 

Im ix —z Y -7— I = o ; 

\ dt' -^ dt' I ' 

ifitégrant par rapport à ?, et représentant par c, c', c" trois 
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coiisUiilcfi , 011 obtiendra 

dz ciY\ 

/.>\ / (ix dz\ , 

(3) • ,.«,^.__x-j=e', 



V 



/ (Ijr dx 



Les premiers membres de ces équations sont les sommes 
des moments, par rapport aux axes, des forces dont les 
composantes seraient exprimées pour chaque poiut par 

dx dv dz 

m-rt m-j-9 m ~ t c'est-à-dire des forces instantanées, 

dt dt dt ' 

qui produiraient sur chaque poiut libre, et partant du 
repos, le mouvement dont il est animé. 

Ainsi , les équations (3) expriment que les sommes des 
moments des quantités de mouvement qui animent la 
système à un moment quelconque, estimées par rapport A 
trois axes rectangulaires y sont constantes ^ et que, par 
conséquent 9 il en est de même par rapport à toute direct 
tion. Ou, en d'autres termes, si , à un instant quelconque, 
on considère les forces instantanées qui produiraient sur 
chaque point libre, et, partant du repos, le mouvement 
dont il est animé ; que Ton décompose chacune de ces forces 
en trois autres, dirigées suivant les axes des coordonnées, 
et en trois couples, ayant ces mêmes directions pour axes; 
la somme des moments des couples dans chacune de ces di- 
rections sera constante; et, par suite, l'axe du couplp 
résultant sera constant en grandeur et en direction. 

C'est en cela que consiste le principe de la conservation 
des moments. Il subsiste, quelles que soient les actions 
mutuelles qui viennent à naitre entre des points du système, 
comme par exemple si deux points étaient liés subitement 
l'un à l'autre, si une partie du système, d'abord gazcusÇ) 
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devenait liquide, puis solide, pourvu que cela s'opérât par 
des actions , deux à deux , égaies et contraires ^ ou encore si 
le changement de température des différents points d'un 
système changeait leurs actions mutuelles, et, par suite, 
leurs distances. Ces diverses circonstances se présentent 
dans le système du monde. 

Il est inutile de rappeler que les sommes des moments 
seraient les mêmes pour tout système de forces instantanées, 
, produisant le même mouvement, puisque, d'après le prin- 
cipe de d'Alembert, ce dernier système serait en équilibre 
avec l'autre pris en sens contraire. 

59. Il résulte de ce qui précède que si, à un instant 
quelconque, on considère comme des forces les quantités 
de mouvement qui animent les différents points du sys- 
tème, et qu'on les compose comme si elles étaient appli- 
quées à un système rigide, on trouvera toujours la même 
résultante et le même couple résultant , par rapport à une 
même origine. 

Si Ton applique à ces forces les propositions qui ont été 
établies dans la Statique relativement à la réduction d'un 
système quelconque de forces, on obtiendra les conséquen- 
ces suivantes : 

Lorsqu'un système libre quelconque est sollicité par 
des forces qui se détruiraient mutuellement s'il devenait 
rigide , 

La somme des forces représentées par les quantités de 
mouvement de ses différents points, estimées dans une 
même direction, est constante. 

Le centre de gravité du système se meut parallèlement à 
la résultante des quantités de mouvement, transportées en 
un même point. 

La somme des moments de ces quantités de mouvement 
par rapport à une même droite est constante. 
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Si Ton considère ces moments par rapport à toutes les 
droites qui passent par un même point de Tespace, celle 
pour laquelle la somme est la plus grande est invariable : 
c'est Taxe du couple résultant des quantités de moiiYe- 
ment, relatif à cette origine. Cette direction, ainsi qne la 
valeur du moment total correspondant, sont les mèmn 
pour tous les points de la parallèle à la résultante > menée 
par ce même points La direction peut être la même^ sanà 
que le moment soit le même, dans le seul cas où les forces 
représentées par les quantités de mouvement sont réduc- 
tibles à une force unique. Dans ce cas, tous les points éa 
plan mené par cette force et le point qtie Ton considère, 
donneront une même direction pour Taxe du moment 
maximum; mais le moment ne sera le même en grandeur 
et en direction que pour les points d'une même parallèle à 
la résultante. 

11 existe un axe central unique, parallèle à la résul- 
tante, et tel que pour tous ses points sa direction est cdie 
de Taxe du moment maximum: et ce moment est moindre 
que le maximum relatif à tout autre point de Tespace. H 
se détermine facilement dès qu'on connaît la résultante et lé 
couple résultant relatif à une origine donnée. Dans le cas 
où le système des forces représentées par les quantités de 
mouvement est réductible à une force unique, la droite 
suivant laquelle elle agit est Taxe central. 

Conservation des moments dans le moui^ement relu' 
tif, — Supposons maintenant que les axes auxquels on 
rapporte la position des points, se meuvent en restanl 
parallèles à eux-mêmes, le mouvement relatif sera identi- 
que au mouvement absolu qu'on obtiendrait en partant 
d'un état initial identique h l'étal relatif initial, et intro- 
duisant les forces fictives, déterminées précédemment. 
Dans le cas actuel, où les axes n'ont qu'un mouvement de 
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translation, les forces fictives se réduiront, pour chaque 
point du système, à une force accélératrice égale , parallèle, 
et de sens contraire à celle qui donnerait à un point maté- 
riel libre le mouvement que suit l'origine des axes mo- 
biles. 

Lorsque ces forces réunies aux forces données seront en 
équilibre sur le système rigide, ou donneront une résul- 
tante passant constamment par l'origine mobile, le prin- 
cipe de la conservation des moments aura lieu dans le mou- 
▼ement relatif. 

Supposons toujours que les forces données soient en équi- 
libre sur le système rigide. Il sera nécessaire alors que les 
forces fictives soient en équilibre sur ce même système , ou 
bien qu'elles donnent une résultante qui passe constamment 
par Forigine mobile. 

Or, ces forces se composent en une seule, appliquée au 
centre de gravité du système, parallèle et de sens contraire à 
la force accélératrice qui produirait le mouvement de l'ori- 
gine, et égale au produit de cette force par la masse du sys- 
tème. 11 est donc nécessaire et suffisant que cette dernière 
force soit nulle, pour que les autres soient en équilibre. Dans 
ce cas, l'origine a un mouvement recliligne uniforme, en- 
tièrement arbitraire. On obtient ainsi la proposition sui- 
vante; 

Lorsque les forces appliquées à un système libre s^y dé- 
truisent lorsqu il devient rigide , le principe delà conserva' 
tion des moments a lieu dans le mouvement relatif à 
tout système d* axes qui se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes y de manière que leur point de rencontre ait un 
mouvement quelconque recliligne et uniforme. 

Le centre de gravité du système ayant, d'après l'hypo- 
thèse , un mouvement recliligne uniforme, il s'ensuit que le 
principealieupourunsyslèmed'axesdcdireclionsconstantes 
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et dont rorigiiio coïncide constamment avec le centre de 
gravité du système. 

Le même principe aura encore lieu lorsque la résul- 
tante des forces fictives, au lieu d*être nulle, passera con- 
stamment par Torigine ; ce qui exige que la droite menée 
par le centre de gravité du système, parallèlement à la 
force accélératrice de Torigine, passe toujours par cette 
origine même. 

On peut donc énoncer cette seconde proposition : 

Le principe de la conservation ries moments a lieu , fions 
le mourement relatif, lorsque les axes se déplacent parai" 
lèlcment à eux-mêmes , et que la force qui produiraà le 
nioui^cment de V origine passe constamment par le centra 
fie grauité du système. 

Ce principe a donc lieu dans le cas particulier où rori* 
gine a un mouifement arhitrfiire sur la droite que décrit le 
centre de granité. 

Cette dernière proposition renferme, comme cas tris- 
particulier, une des précédentes, où l'on supposait que 
Torigine était au centre de gravité lui-même. 

On peut remarquer que le principe démontré dans ce 
numéro renferme celui du numéro précédent. Il suffit, pour 
l'obtenir, de Apposer nulle la force dirigée vers le centre 
de gravité. 

60. Cas oii le moment a la même valeur que sil'origine 
était immobile. — Les deux propositions précédentes se 
rapportent seulement à Tinvariabilité des moments relatifs; 
mais on pourrait ajouter encore la condition que ces mo- 
ments fussent les mêmes que si l'origine restait en repos. 
Voyons s'il est possible d'y .«alisfaîre. 

Prenons pour axes fixes des x, y y z une des positions des 
axes mobiles; soient a, 6, y les coordonnées de l'origine 
mobile, h une époque quelconque. La somme des moments^ 
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par rapport à Vaxe des j:, sera 



ii3 



i^) 



Im 



( dz dr\ 



La somme des moments relatifs à Taxe mobile parallèle au 
précédent sera 



W 



2m[(x^^)d(z^y)^{z^y)d{x—^)]. 



On aura de même les moments relatifs aux deux autres axes, 
fixes ou mobiles. 

Or, si l'on désigne par Xi^ ji^ z^ les coordonnées du 
centre de gravité, et par M la masse totale du système, la 
différence des expressions (a) et (&) se réduit à 

Il s'ensuit que pour que les deux expressions (a) et (&) 
soient égales , il faut que Ton ait 



d^ 



df djr^ dz, . ^^7 </€ 

' dt dt dt ' dt 



Or, on satisfera d'une manière particulière à cette équation 
en posant séparément 



dt 



dt 



dt 



«»:;r-"r.:57= o» 7-77-^-37 = 0, 637 — 737=«> 



dzx 



dy 
dt 



d^ 
dt 



OU 



Xtizt :: d^idyy 6:7 :: dy, :dz,, 6:7 :: d^idy. 

En faisant de même pour les deux autres axes , on voit qu'on 
satisfera à toutes les conditions en posant 



a:6:7 :: da :rfê :dy :: dx, : dxt idz^ ::^, ijn : r., 
II. 8 
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ce qui exige seulement que le centre de gravité et l'origine 
se meuvent sur une même droite passant par le point qui a 
été pris pour origine fixe. 

On obtient ainsi la proposition suivante : 

Lorsque F origine se meut d*une manière quelconque sur 
la droite décrite par le centre de grauité du système, les 
moments relatifs ont la même 2'aleur que si cette origine 
restait fixe. 

On en déduit , comme cas particulier, cette antre propo-' 
sition : 

Les moments relatifs à des axes de directions constantes 
qui se meui^ent et se coupent au centre de granité y sont les 
mêmes que si ces axes restaient immobiles dans une quel' 
conque de leurs positions. 

61. Conservation des aires, — Les équations (3) pen^ 
vent être envisagées sous un autre point de vue , et démon- 
trent une propriété géométrique remarquable du mouve-^ 
ment en question. En effet, si l'on considère Taire conique 
décrite par le rayon vecteur mené de l'origine au point dont 
les coordonnées sont x, y, z^ elle se projette sur les plans 
coordonnés suivant les aires décrites par les projections de 
ce rayon , et dont nous allons calculer les expressions. 

Soit 6 Fangle formé avec Taxe des y positifs par la pro- 
jection r du rayon vecteur sur le plan YZ, et qui tourne 
de Taxe des y positifs vers l'axe des z positifs, ce qui est 
le sens direct par rapport à Taxe des x positifs; on aura 

tang 6 = -9 les signes de toutes les quantités étant pris de 

la manière ordinaire. 

On tire de cette équation 

dQ jrciz — Zfijr 

ces' 9 """ /' 
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el comme / = /' cos 9 , on aura 

r'^dB = ydz — zd^. 

Donc ydz — zdy est le double de la différentielle de Taiire 
dî&rité par le rayoii r; elle est dé même joigne que dO^ et ^ 
par conséquent, positive quand le mouvement est direct, 
et négative quand il est rétrograde. 

Or, si l'axe de l'aire plane infiniment petite, décrite dans 
Tespate, fait un angle aigu avec Taxe des x^ la projection 
dit rayon vecteur sur le plan YZ aura un mouvement di- 
rect ; et si l'angle est obtuis , ce mouvehient sera rétrograde : 
donc j^^z — zdy est égal, en grandeur et en signe, au 
double de Paire infiniment petite décrite dans l'espace, 
multipliée par le cosinus de l'angle formé par Taxe de cette 
aîre avec l'axe des x positifs. 

Cela posé, si l'on désigne par X, X', 1" les sommes des 
aires décrites par les projections des rayons vecteurs suï^ 
les plans coordonnés , et multipliées chacune par la niasse 
du point correspondant, les équations (3) pourront ôlre 
mises sous la forme 

dl 

d'où 

X = et, 

en comptant les aires à partir de t = o. 

Ainsi , lorsque les points d'un système libre ne sont sou- 
mis qu'à leurs actions mutuelles , ce qui comprend les chocs 
entre les divers points du système, et, plus généralement, 
lorsqu'ils sont soumis à des forces qui seraient en équilibre 
sur le système devenu rigide, et lié invariablement à l'ori- 
gine, ce qui comprend le cas de forces quelconques dirigée?» 
vers l'origine^ la somme des projections des aires décrites 
parles rayons vecteurs dé tous les points, multipliées res- 
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pectivemcDt par les masses de ces points, est proportion- 
nelle an temps , pourra qoe Ton regarde comme positives 
les aires décrites d*an mouvement direct, et comme n^a- 
tives celles qui sont décrites d'un mouvement rétrograde. ' 
C'est en cela que consiste le principe de la conservation 
des aires. On voit qu'il ne difiere que par la forme du prin- 
cipe de la conservation des moments. 

62. S^il y avait deux centres d'action, lors même que 
Fun d'eux serait pris pour origine, les seconds memlmi , 
des équations (i) ne seraient plus nuls. Mais Tun d'eux dis- 
paraîtra si Ton prend pour axe des z la droite qui passe par 
les deux centres fixes: car on aura 

X : Y : : X : ^, ou x y — r x = o. 

Donc , dans ce cas , le principe a lieu seulement pour les 
projections sur un plan perpendiculaire à la droite qni 
joint les deux centres d'actions, et les couples proYenant 
des quantités de mouvement du système, décomposés soi-' 
vaut les trois axes, donneraient un couple constant suivant 
Taxe qui passe par ces deux points. 

63. Plan invariable. — Si l'on cherche le plan sur le- 
quel la somme des projections des aires multipliées par ks 
masses est la plus grande , on trouve , d'après les théorèmes 
démontrés dans les préliminaires , que les cosinus des an- 
gles p, q^ r, que la direction de son axe forme avec les 
axes de coordonnées , sont 

cos p = 

ces q = 
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La direction de ce plan CvSt donc indépendante du temps, et 
Laplace, qui Ta reconnu le premier, lui a donné le nom de 
plan invariable. Les équations (3) montrent qu'on pourra 
le déterminer si, à un certain instant, on connaît les 
masses des différents points du système, leurs positions et 
les composantes de leurs vitesses. Les actions mutuelles des 
points, et les chocs qui peuvent survenir entre eux ne 
changent pas la direction du plan invariable, puisque les 
seconds membres de» équations ne cessent pas d'être nuls. 
Il en est de même s'il y a un centre fixe d'action ou un 
point fixe, pourvu qu'on le prenne pour origine. 

On voit que ce plan n'est autre chose que celui du 
couple résultant des quantités de mouvement, et toutes les 
propositions qui ont été établies pour ce dernier s'appli- 
queront identiquement à l'autre. Nous nous dispenseix)ns 
de les rappeler. 

64. Application au système du monde, — En considé- 
rant le soleil , les planètes et leurs satellites comme sollici- 
tés seulement par leurs actions mutuelles, leccntre de gra- 
vité de ce système se meut uniformément en ligne droite 
avec une vitesse qui dépend de celles qui ont été impri- 
mées à tous ces corps, lorsqu'ils ont été abandonnés à eux- 
mêmes. Comme nous ne connaissons aucun point fixe , si 
nous voulons prendre une origine des aires qui donne 
pour le plan du maximum des aires une direction in va- 
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-riabic, il faut choisir un point qui se meuve parallèlement 
à la droite que décrit le centre de gravité 5 et comme cette 
droite n'est pas connue, il faudra choisir le centre de gra-: 
vite lui-même. Le plan du couple résultant des quantités 
de mouvement relatives, ou, en d'autres termes, celui du 
maximum des aires relatives, pourra se déterminer à une 
époque quelconque;^ et comme il sera toujours le même, si 
Ton y rapporte tous les points du système, il pourra servir 
i comparer les observations astronomiques faites aux épo- 
ques les plus éloignées. 

11 est bon de remarquer que ce plan , étant indépendant 
de la grandeur des actions mutuelles, ne changerait pas^ lor^ 
même que la loi d'attraction de la matière varierait; il est 
aussi indépendant des changements qui peuvent survenir 
dans la figure des corps célestes, parce qu'ils proviendront 
toujours de forces égales ^eux à deux et de sens contraire. 
Lesi parties liquides ou gazeuses pourraient se lier, invaria- 
blement à la partie solide d'une planète*, les planètes pour^ 
raient se lier entre elles ou se choquer d'une manière quel- 
conque; elles pourraient être brisées par des explosions, 
sans que ce plan fût dérangé. 

Il resterait encore le môme si l'on supposait tous les^ 
corps du système sollicités par des forces parallèles et 
proportionnelles aux masses -, car les mouvements rapportés 
à trois axes mçnés par le centre de gravité dans des direc- 
tions constantes ne seraient pas altérés, et, par conséquent, 
les aires projetées sur ces plans resteraient les mêmes. 

65. Équation ries forces vii^es, — Cette équation s'ob- 
tient eiK considérant un déplacement virtuel particulier, 
qui n'est pas toujours compatible avec les liaisons du sys-^ 
lèmc. C'est celui qui coïnciderait avec le déplacement qui 
s'opère pendant un temps infiniment petit dans le mouye^. 
inent réel de ce système. 
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Pour recounaître quand ce déplacement virtuel estper-x 
mis, soit L = o une des équations de condition données. 
Les déplacements virtuels satisferont à l'équation 

ifilj ^ dL ^ fit, ^ dL ^ , ♦ 

__ 5a: H- -- 5/ -4- -— ^2 ^ -— , (îj?:' -h . . . = o ; 
dx djr dz dx' 

el lors même que L renfermerait la variable t explicite- 
ment, on ne la ferait pas varier dans cette équation, 
puisque les .déplacements virtuels se rapportent au même 
instant. 

Si maintenant on désigne par dx,, dy^ dz^ etc., les ac- 
croissemeuts infiniment petits que prennent les coordon- 
nées pendant le temps dt .dans le mouvement effectif du 
système, l'équation L == o devant constamment être satis- 
faite, Taccroissement de son premier memhre, après le 
temps dt^ doit être nul, ce qui donne, en supposant, 
pour plus de généralité , que la variable t y entre expli- 
citement , 

_dt-^-dx^-dy^-dz^-dx-^.,.:=o. 

Or ces deux équations seraient contradictoires si l'on prc^- 
nait 

8x = dx^ 8y = rf/, §z = dzy . . . , 

//T 

■et cette supposition ne sera permise que si l'on a — = o, 

quel que soit t. D'où Ton conclut qu'on peut prendre pour 
déplacement virtuel le déplacement infiniment petit que 
subissent en même temps les points du système , en conti- 
nuant leur mouvement , dans le cas seulement où aucune 
des équations de condition ne renferme le temps d'une ma- 
nière explicite. 
Supposons donc qu'il en soit ainsi, et, dans l'équalioh 
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{[énerale 



faisons 

9xz=zdx^ 9x=^dy^ iz=zdz^ 

il vient 

w^ fd^x ^ d'y , d'z \ 

Or le premier membre est la moitié de la différentielle de 



2é'^[di^'^dF'^dr^) 



ou de 2jvrp% 



f^ désignant la vitesse du point dont la masse est m ^ et Té- 
quation précédente peut s'écrire ainsi : 

(i) i dlmu^ = 2 (Xdx -+• Xdy 4- Zrfz). 

Elle montre que V accroissement de la demi-somine des 
forces vii^es de tous les points dans un intervalle de temps 
infiniment petit, est égal à la somme algébrique des quanr 
tités de trav^ail des forces données, déi^eloppées dans ce 
même intervalle, 

66. Lorsque l'expression Z (ILdx -+- Ydy -4- Zdz) est la 
différentielle exs^cte d'une fonction ç de x, y, z, x'^y'j 
^', . . . , considérées comme variables indépendantes , on 
pourra intégrer lea deux membres de l'équation précédente, 
entre deux époques quelconques, et Ton aura 

Ainsi, dans ce cas^ l'accroissement de force vive peut se 
délenniner dès que Ton connaît les positions de tous les 
points, aux deux époques que Ton considère^ et toutes le$ 
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fois que le système repassera par une même position, la 
somme des forces vives redeviendra la même. 

Si les forces X, Y, Z sont nulles, le second membre de 
Péquation (a) est nul et la somme des forces vives est con- 
stante. C'est en cela que consiste le principe de la conser- 
i^ation des forces vwes. 

67. Si tous les points du système sont soumis à Faction 
seule de la pesanteur, on aura 

X=ro, Y=:o, Z = — gdm^ 

en prenant Taxe des z positifs en sens contraire de la'pe-^ 
santeur. L'équation des forces vives deviendra donc, en 
désignant par z^ le z du centre de gravité du système, et 
par M sa masse totale : 

La somme des forces vives ne dépendra donc que de la 
hauteur du centre de gravité du système; et elle redevien- 
dra la même toutes les fois que ce point repassera par le 
même plan horizontal. 

68. Lorsque ce système passe par une position où il se- 
rait en équilibre si ses points n'avaient aucune vitesse, on 
a alors 

lm{lL^x -h Y^x 4- Z^z) = o 

pour tous les déplacements virtuels. Et comme on peut 
prendre 

il s'ensuit 

2 {Xdx 4- Ydf 4- Zdz) = o, 

et, par conséquent 9 le second membre de l'équation ('i), 
ayant sa différentielle nulle, sera, en général , maximum ou 
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minimum reiaiivemcnl à toutes les valeurs par lesquellei 
il passe successivement. Ainsi , la somme des forces vives 
du système obtient ses valeurs maxima ou minima, lorsque 
le système passe par des positions où il serait eu équilibre 
si ses points y étaient placés sans vitesse. 

69. Nous allons démontrer maintenant que Texpressiou 

y 

est une différentielle exacte quand les forces que Ton y coBr 
sidère sont des actions mutuelles entre les points du sys- 
tème , proportionnelles aux masses de ces points , et dépen* 
dant de leurs distances seulement. 

En effet, soient x^ y^ z^ x\ j', z' les coordonnées dé 
deux points dont les masses sont m , m' et dont la distance 
estf. Leur action mutuelle aura pour expression mm'Y,^ 
F désignant une fonction de /* seulement, et les trois coin» 
posantes de l'action exercée par m' sur m seront, en U 
supposant attractive , 

mm Y, — j — » mm F. - — ~^? mm' F. — r; — « 
et les ternies provenant de ces composantes dans 

%{\dx -i-Yety -hZdz) 

feront 

^;^,r p {^' '-'Jo)dX'i^(y — 7) dy H- jz' — z) dt 

f 

^es termes provenant des composantes de l'action de m 
wsur m! seront 

„„„,p. (J? - x') dx' + (/ -y*)dy'-^[z^ z')dz' 
mm t -; f ■ 
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et, si on les réunit, on a 

— — tnnt r • 7; ' 

ee qui se réduit à — mm'Ydf^ en ayant égard à l'équa- 

(x-*')'-+-(r-r')'-h(3-3')^=/». 

On aurait trouvé H- mm' F . ûf/'dans le cas d'une action ré-. 
pulsive. Ainsi 9 tous les termes provenant des actions mu- 
tuelles des points seront des différentielles exactes, quand 
pes actions ne dépendront que de la distance et seront pro- 
portionnelles aux masses ; et généralement quand elles se- 
ront égales et opposées. 

Nous avons çlémQntré précédemment qu^il en était de 
inème pour toutes les forces agissant vers des centres fixes 
proportionnellement si une fonction de la distance seule-. 
ment. 

Mais le théorème n'aurait plus lieu s'il existait des ré- 
sistances de milieux ou de frottement: les forces X, Y, Z 
dépendraient alors soit des composantes de la vitesse, soit 
de la pression contre les surfaces ou les lignes qui pro-z 
duisent le frottement, et 

îie serait plus une différentielle exacte. 

On observera que la différentielle — mm'¥df^ qui se 
rapporte aux attractions mutuelles, est négative si ftf esi 
positif, et positive si fff est négatif. Donc les attraction^ 
mutuelles donnent un accroissement dans la somme des 
forces yives quand les points se rapprochent, et une dimi- 
nution quand ils s'éloignent. De même, si les actions son( 
répulsives, la somme des forces vives croîtra si les poin(£^ 
^^éloignent, et décroîtra s'ils se rapprochent. 
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70. La somme des forces vives n*est pas altérée par le 
choc des points du système entre eux , lorsque les corps qai 
se choquent repassent après la compression par les mêmes 
états que pendant qu'elle s'opérait, et que la force répul- 
sive qu'ils exercent Tun sur l'autre est la même pour les 
états semblables ; car alors on a des actions mutuelles qui 
ne dépendent que des distances des points entre lesquels 
elles ont lieu. 

Mais il n'en est plus de même, comme nous allons le 
voir, quand les corps qui se choquent ne satisfont plus â 
cette condition , c'est-à-dire quand ils ne sont plus parfair 
tcment élastiques, 

71 . Perte de forces viues produite par le choc. — Sup- 
posons que les corps qui se choquent soient entièrement 
dénués d'élasticité, et désignons par a, £, c les composantes 
de la vitesse du point quelconque m avant le choc, et par A, 
B, C leurs valeurs après le choc qui a lieu entre des parties 
quelconques du système. 

D'après le principe de d'Alembert, que nous avons dé- 
montré applicable aux forces instantanées (n^ 42), il devri 
y avoir équilibre entre les fprces de choc , qui sont deux a | 
deux égales et directement opposées , et celles dont les com- | 
posantes seraient exprimées pour chaque point par ' 

dx dy ^ dz 

— w A -y- > — w A -7- î — ma -ri 
dt de dt 

ou , d'après les notations précédentes , par 

m (a — A), m[b — B), w (c — C), 

Or, en appliquant le principe des vitesses virtuelles, on 
obtiendra une équation indépendante des forces inconnues 
que produit le choc , en prenant pour déplacement virtuel 
celui qui s'opérera réellement après que le choc sera ter- 
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miné. En. effet, les corps cesscroat d'agir Tun sur Tautrc 
lorsque leur vitesse sera devenue la même dans le sens de 
la normale commune^ donc alors les moments virtuels des 
deux forces égales et contraires seront égaux et désignes 
différents; il est donc inutile d y avoir égard dans la somme 
totale, et Ton aura Téquation 

2iii [(a — A) ^o: -4- (^ — B) rif/ -f- (<? — C) dz] = o. 

Or 

dx-=zkdty dyzrzBdty dz = Cdi'y 

donc 



Soient 



2/II (û A -4- ^B -h cC — A' — B' — O) = o. 

rt» -4- 6^ + c' = P% A» -f- B» -4- C* = V% 

(a — A)» -4- (^ — B)» -f- (c — C)' = ffS 



d'où 



rtA-f-6B + cC== 



,;2 -i_ V^* — W^ 



l'équation précédente devient alors 

2»i(p» — V* — «'^)r=o, ou l/wp* — 2/wV'=: Z/ww'; 

ce qui prouve qu'il y a une perte de force vive égale à 
la somme des forces vives relatives aux vitesses perdues. 
Cette proposition est connue sous le nom de théorème de 
Carnet. 

L'auteur l'a étendu au cas où les corps qui se jchoqucnt 
ont un d^ré quelconque d'élasticité; mais la difficulté de 
connaître exactement ce degré en rend l'emploi presque 
impossible dans l'état actuel de la science. Pour qu'on 
en pût faire usage avec quelque confiance, il faudrait faire 
de nombreuses expériences, dont on ne s'est pas encore 
occupé. 

La perte de forces vives étant 2 wiv^ dans le cas de corps 
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sans élasticité, si l'on considère le système immédiatement 
avant et après le choc , les points n'ont pas changé sensiUe^ 
ment de position. En désignant donc par x,y, z^ x^,..., 
les coordonnées de ces points, au moment où les corps 
viennent en contact, Téquation (sè) deviendra, en ayant 
égard à la perte instantanée de forces vives, 

Nous verrons, plus tard, Tusage que l'on fait des équa- 
tions (2) et (3) dans le calcul de rellct des machines. 

72. L'équation (2) prend une forme remarquable quand 
on y introduit les vitesses des points par rapport au centré 
de gravité du système. 

En effet, soient x^ y^ z les coordonnées d'un qud- 
conque de ces points par rapport à des axes fixes ^ I9 ^^C 
celles du même point par rapport au centre de gravité ^ 
on aura 



et, 


par 


suiliâ, 
























v^z=: 


dx\ 
dt^ 


-f- 


dy\ 
dt- 


^ dt^ 


-♦- 


dt' 


dri" 
'^ dt^ 


-f- 


dV 
dt' 



fdxx d\ dy^ dn dzi d^\ 
[iF dt~^drdt~^dr dt) 



Si Ton désigne par v la vitesse du centre de gravité^ par V 
les vitesses dans le mouvement par rapport au centre de 
gravité, et que l'on observe que l'on a 

rfg dn d% 

dt ' dt dt ' 

on obtiendra, en représentant par M la masse totale du 
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système , 

(4) 2/wp' = 2/wV'^-Mu^ 

L'équation (2) donne ainsi 

M 
1 2mV»- iînrV; = - K - u») 4- 7 (^,/, 2, jt',. . .) 

73. On peut encore faire , au sujet du centre de gravité y 
mie remarque qui est souvent utile. Le mouvement de ce 
point étant le même que si toute la masse y était réunie et 
que toutes les forces y fussent transportées parallèlement 
à elles-mêmes, on obtiendra de^ propriétés du mouvement 
du centre de gravité d'un système , au moyen des propriétés 
du mouvement d^un point matériel sollicité par des forces 
données. 

En considérant en particulier Téqualion relative à la 
force vive d'un point matériel , et employant les mêmes no- 
tations que ci-dessus, on obtiendra 

équation qui peut servir, dans bien des cas , à donner im- 
médiatement l'expression de la vitesse u du centre de gra- 
vité. Nous allons en faire usage ici pour démontrer une 
propriété remarquable du centre de gravité d'un système. 
L'équation (1) donne, en y remplaçant D/zim^ par sa va- 
leur, tirée de l'équation (4)9 

•1 dlmY^ -h I c?.Mu' = 2 (Xrfx -h Ydr -^-Idz), 

Or, si l'on désigne par ^, yj, ^ les coordonnées par rapport 
à des axes parallèles à ceux des x^ y^ z et passant par le 
centre de gravité du système, on aura 
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fît, par suite, 

dx = dxt -f- ^Ç, ffyz= dy^ 4- dn , dz = dzx -4- </Ç, 

et Tëquation précédente devient, en vertu de Téqua- 
tîon (5), 

c'est-à-dire que Téquatiou des forces vives a lieu par rapport 
au centre de gravité, comme si citait un point fixe. 

74. Equation des forces vivres dans le mouvement re^ 
latif» — Considérons maintenant le mouvement du sp* 
tème par rapport à des axes mobiles. Ce mouvement cit 
identique à un certain mouvement absolu que prendrait k 
système, sous les conditions définies dans le n^ 54, et nous 
pouvons appliquer à ce dernier ce qui vient d'être démontré 
pour tout mouvement absolu. 

Ainsi d'abord, lorsque les équations de condition ne retir 
fermeront pas explicitement le temps, Vacci'oissement Se 
la demi'Somme des forces vives relatii^es, dans un temps 
infiniment petit, est égal à la somme des quantités de tror 
uail des forces relativ^es dans le même inten^alle. 

Rappelons-nous maintenant que les forces relatires se 
composent des forces données et des forces fictives. Ces der- 
nières consistent d'abord dans les forces d'inertie qui se- 
raient développées par chaque point du système, si on le 
liait aux axes mobiles, et ensuite à des forces perpendicu- 
laires aux vitesses relatives, et dont le travail est, par con- 
séquent, nul. 

D'où l'on voit que F équation des forces vii^es a lieu dans 
le moui^ement relatif powvu quon joigne aux forces 
données les forces d' inertie de chaque point, supposé lié 
aux axes mobiles, à Vinstant que Von considère^ ou, d'a- 
près les dénominations employées par M. Coriolis, pourvu 
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quon joigne aux forces données des forces égales et op- 
posées aux forces d* entraînement pour chacun des points 
du système. 

Toutes les propositions que nous avons établies sur les 
forces vives dans le mouvement absolu se trouvent donc ap- 
plicables au mouvement relatif, au moyen de Tintroduc- 
lion de ces forces d'inertie fictives \ et il est inutile d'en re-^ 
produire les énoncés. 

N. B. — Il ne faut pas oublier que dans le mouvement 
absolu, qui est identique avec le mouvement relatif, les 
équations de liaison ne sont autre cbose que les proposées 
e^rimées aU moyen des coordonnées relatives dans les- 
quelles on substitue à ces dernières les coordonnées abso- 
lues prises dans le système des axes fixes que Ton a choisies*, 
que l'état initial, dans ce système, est identique à Tétat 
initial relatif aux axes mobiles ; enfin , que les forces, tant 
données que fictives, que l'on considère dans ce mouvement 
absolu sont exprimées au moyen des coordonnées qui s'y 
rapportent, de la même manière que le sont, au moyen des 
coordonnées relatives, les forces réellement données et les 
forces fictives considérées dans chaque position du système 
proposé. 

CHAPITRE XVIT. 

APPLICATION DES PRINCIPES PRÉCÉDENTS AU CHOC 

DES CORPS SPHÉR1QUE8. 

75. Choc direct. — Supposons deux sphères composées 
de couches homogènes, et dont les centres soient animés de 
mouvements uniformes suivant une mcmc droite : si ces 
deux corps viennent à se choquer, leurs vitesses seront mo- 
difiées; mais leurs centres continueront à se mouvoir dans 
un sens ou dans l'autre sur la même droite : nous nous 
II. 9 
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proposons de trouver les formules qui exprimeront, dans 
tous les cas, leurs vitesses après le choc, en fonction de 
leurs vitesses primitives. 

Nous considérerons les deux cas extrêmes où les corps 
sont complètement mous, ou bien parfaitement élastiques; 
et, pour écarter toutes les difficultés qui peuvent tenir à la 
forme des corps après le choc , et des mouvements intérieurs 
qui peuvent y exister, nous les réduirons à deux points nuH 
tériels \ nous supposerons que , quand ils se trouvent à une 
très-petite distance l'un de l'aulre, il s'exerce entre eox 
une force répulsive qui ne sera fonction que de la distance 
dans le cas des corps parfaitement élastiques, et qui, anz 
contraire, dans le cas des corps mous, deviendra nulle après 
un certain degré de rapprocliement. 

Rapportons la position des deux points à une origine 
fixe, prise sur la ligne du mouvement. Soient x, xMes 
abscisses de ces points, m, m' leurs masses, i^^ v*' leurs 
vitesses avant le choc^ V, V leurs vitesses après le choc^ 
Ces quantités seront considérées comme positives quand 
le mouvement sera dirigé dans le sens des x positifs ^ et 
comme négatives dans le cas contraire; de sorte qu'elles 
seront toujours représentées, en grandeur et en signe, 
dx dx' 

Cela posé, si nous désignons par x^ l'abscisse du centre 
de gravité des deux points , nous aurons constamment 

mx -h /n'x' = (/w H- m') Xii 

et, en diiférentiant , 

dx , dx^ , ,. dxs 

dl dt ^ ' dt 

Or, d'après le principe de la conservation du monve- 
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ment du centre de gravité, — ' est constant, et a la même 

valeur avant et après le choc. Le premier membre a donc 
aussi la même valeur avant et après le choc ; ce qui donnie 
dette première relation 

(i) mv 4- m'v' =z m\ + w'V, 

quels que soietit d'ailleurs les signes des quantités i^, i^', V, 
V, et soit que les corps soient mous ou élastiques. 

Distinguons maintenant ces deu^ cas : 

i**. Si leà corps sont entièrement dénués d'élasticité, 
l'action mutuelle cessera lorsque leurs vitesses seront de- 
venues égales et de même sens 5 on aura alors \^' = V, et 
l'équation (1) donne 

V = --. 

m -h m 

On voit que les deux corps resteront eh repos après le 
choc, si l'on a 

mv -H /w' c'' = o , 

c'est-à-diire si les quantités de mouvement sont égales, et 
les vitesses de signes contraires. 

On vérifierait facilement que la somme des forces vives 
après le choc est moindre qu'avant le choc, et que la diffé- 
rence est la somme des forces vives correspondantes aux 
vitesses perdues. 

2**. Si les corps sont parfaitement élastiques, la somme 
des forces vives n'a pas été changée par le choc , et l'on a , 
par conséquent , 



Les équations (i) et (2) déterminent V et V au moyen 
de i^y %f'. 

9- 



y3^ eovB» ds M^cAiriQire» 

Si on les met sous la forme 

m ( V»— P') z= m' (f '»— V') , 
on ti^uve, en les divisant membre à membre y 

ou* 

V — V' = — (i^ — O^ 

ee qui montre que les vitesses relatives avant et après Uf 
choc sont égales et de sens contraires. 
Les équation!!» (i) et (3) donnent 

^ (m — /»')p-l- 2//1V 

V = j i 

m-\- m 

f (m — wi ; p -f- a/wp 

m -f- ¥n 

Si les masses des deux corps sont égales , ces formnles dMi" 
nenl 

c'est-à-dire que, dans ce cas, les deux corps échangent tou- 
jours leurs vitesses. 

Si l'un des corps est en repos, par exemple cehii doni 
la masse est m', on trouve 

m ^ m' m -f- fn*^^ 

de sorte que le corps en mouvement sera réfléchi s'il a une 
niasse plus petite que Faulre et conliiiuera, au contraire^ 
son mouvement dans le même sens s'il a une masse plus 
grande. Dans l'un et l'autre cas, sa vitesse relative sera 
— i', comme il résulterait de l'équation (3). 
Si l'on avait, en outre, m = m', on trouverait 

V = o, V = P. 
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IiC corps immobile ayant pris la vitesse de l'autre serarit 
4e même réduit au rej>os s^l rencontrait un autre corps 
élastique de même masse et sans vitesse , et ainsi de suite. 
Ce résultat se vérifie facilement et l'expérience en est faite 
4ans tous les Cours de physique. 

76. Choc oblique. — Supposons maintenant queles pen*- 
<tres des deux sphères, .dont les masses sont m, m', ne se 
meuvent pas suivant une -même droite. Soient O , O' les 
positions de ces centres à l'instant du contact. Nous nous 
proposons de trouver la grandeur et la direction des vitesses 
4e ces deux: points après le choc. Pour cela, concevons qu'à 
l'instant où le contact ^les deux sphères a lieu , on décom- 
pose chacune de leurs vitesses en deux autres dont l'une 
soit dirigée suivant la normale commune 00', et Fautre 
dans le plan tangent commun. Soient N, T ces composantes 
pour la masse m , «t N', T' pour la masse nif. 

Diaprés ce qui a été démontré sur l'eflet des forces in- 
stantanées, nous pouvons calculer d'abord les vitesses ré- 
sultant de leur action sur le système qui ne serait animé 
que des vitesses suivant 00' 5 puis les composer avec les 
vitesses dont les directions sont dans le plan tangent. 

Nous allons donc considérer d'abord les deux sphères m, 
ni' en mouvement suivant la même droite 00'' et se ren- 
contrant avec les vitesses respectives N, N'. Nous nous 
bornerons encore .à traiter deux cas distincts : savoir ceux 
où les deux corps sont entièrement mous, ou parfaitement 
élastiques. 

1°. Si les deux corps sont mous , les deux forces normales 
leur donneront une vitesse commune v suivant 00', et sa 
valeur sera 

V == -, — ? 

les quantités N, N', v étant considérées comme positives 
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dans une des deux directions sur la nonnale et négalive$ 
dans Taulre. Outre cette vitesse commune, les deux sphères 
ont encore respectivement les viteçscs T, T' perpeadicU':: 
laires à 00'. 

* 

tP, Supposons maintenant les deux corps parfaitement 
élastiques et animés seulement des vitesses suivant la nor- 
male. Ils se meuvent alors suivant la ligne ^s centres avec 
les vitesses N, IN', et auront après le choc des vitesses u, «' 
dont les expressions, tirées des formules (4)9 seront 



/ w 



y = ■- 5 

m -f- m 

,__ (m' — m) N' H- 2/wN 
m -^ m' 

Ces composantes suivant la normale, jointes aux compo- 
santes T, T' dirigées dans le plan tangent, feront con- 
naître la grandeur et la direction des vitesses après le choc. 

77. Si m == m', on trouve 

et les vitesses primitives suivant la norm^^le se sont chan- 
gées Tune dans l'autre , comme nous l'avions déjà trouvé 
en étudiant le choc direct. 

78. Si la masse //t' est primitivement en repos, N' = o, 
et, par suite, 

V = -^ 7-N, y'== — : ; . N. 

m ^ m m -h m 

D'où Voxx yoit que si la masse m' croît indéfininient , u' 
tend yers zéro et u vers — N. En composant cette yitesseï 
égale et contraire à N avec la même vitesse T suivant le 
plan tangent, on a une vitesse égale à celle du point nk 
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avant le choc , située dans le plan de la normale et de la 
vitesse incidente, et dont la direction fait avec là normale 
le même angle que la direction de la vitesse primitive; ce 
qui s'exprime en disant que : Lorsqu'une sphère parfais 
tement élastique rencontre un obstacle inébranlable et 
élastique, elle se réfléchit de telle sorte que sa vitesse reste 
la même et que les directions du mouvement de son centre 
aidant et après le choc soient dans un même plan passant 
par la normale au point d'incidence, et fassent as^ec cette 
ligne des angles égaux, 

79. On peut démontrer directement cette loi de réflexion 
des corps élastiques. En cilet, lorsque la sphère m vient 
rencontrer la surface fixe, elle se trouve soumise à l'action 
d'une force normale F variable, fonction de la distance^ 
du centre à la surface fixe. L'intégrale /F^T/^* prise dans 
toute la durée du choc est donc nulle, et la force vive n'a 
pas changé. La vitesse est donc la même avant et après le 
choc; et comme les forces normales à la surface fixe qui ont 
agi sur la sphère n'ont pas changé sa vitesse suivant le plan 
tangent, il s'ensuit qu'après le choc la vitesse de la sphère 
et l'une dé ses composantes sont les mêmes : la seconde 
composante est donc aussi l:i même; d'où il suit que Fangle 
de réflexion est égal à l'angle d'incidence, et l'on retombe 
sur la. loi déjà démontrée. 

80. Enfin supposons que la surface réfléchissante, au lieu 
d'être fixe, ait un mouvement qui ne puisse être influencé 
par la sphère incidente; il suffira, dans le& formules (c), 
de supposer m' = oo , et l'on trouvera 

v=r — N -f-2N' = --(N — 2N'). t>'=N'. 

Ainsi la composante normale de la vitesse après la réflexion 
n'a plus la même valeur qu'avant; elle est diminuée du 
double de la vitesse normale de la surface réfléchi ssam,c« 
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De sorte qac la sphère se mouvrait constamment dans le 
plan tangent à cette surface au point d'incidence si Ton 
avait N = 2N'. 

CHAPITRE XVm. 

MOUVEMENT D*UN CORPS SOLIDE AUTOUR D'uN AXE 

flXE. 

81 . Considérons un corps solide dont la forme et la den* 
site en chacun de ses points sont données, et qui est lié 
invariablement avec un axe fixe, autour duquel il peut 
tourner librement. Tous ses points , ou seulement un nom- 
bre fini d'entre eux, sont sollicités par des forces données; 
et il s'agit de déterminer le mouvement de ce corps, soit 
qt^e Ton donne les vitesses initiales de ses points, soit que 
Ton connaisse seulement les forces instantanées qui les ont 
produites. 

Si les forces données ne sont pas comprises dans des 
plans perpendiculaires à Taxe de rotation , on peut toujours 
les décomposer en deux , dont Tune soit parallèle à (%t axe, 
et l'autre dans un plan perpendiculaire; la première sera 
détruite par la résistance de Taxe , et l'on peut en faire abs- 
traction dans la recherche du mouvement. Nous suppose* 
rons donc que toutes les forces données agissent dans des 
plans perpendiculaires à Taxe fixe. 

D'après le principe de d'Alembert, on doit exprime^ 
qu'il y a équilibre entre les forces données et le système 
des forces égales et directement opposées à celles qui don- 
neraient à chaque point, supposé libre, le mouvement 
qu il a réellement. Ces dernières seraient 

rf'x , ^/* r , d- z , 

— -— dm , -7— dtn , -7-- dm , 
dr * dr ' dt^ 

pour l'élément dont la masse est dm et les coordonnées jt , 
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y, z\ maïs il vaudra mieux, dans le cas actuel, considérer 
les deux composantes, tangente et normale : la première est 
celle qui donne Taccroissement de vitesse, la seconde est la 
force centripète et se trouve détruite par la résistance de 
Taxe, puisque chaque point décrit un arc de cercle dont le 
centre est sur cet axe. On peut donc se borner à considérer 
la première de ces forces, qui est tangente à Tare décrit, 

et représentée par -r- dm , en désignant par i^ la vitesse et 

par dm la masse de ce point. Si Ton désigne par r la dis- 
tance de ce point à Taxe, et par 9 Tangle formé par deux 
plans passant par Taxe, dont Tun soit fixe, et l'autre lié au 
corps , et mobile avec lui , on aura 

dB . dv d'9 



r-, et, par suite, j^ ^ r ^^ 



3 



La vitesse sera alors considérée comme positive lorsque 
Tangle 6 croîtra , et la force sera positive quand elle tendra 
à faire croître cet angle. Or la condition d'équilibre d'un 
corps solide 'autour d'un axe fixe consiste en ce que la 
somme algébrique des moments des forces par rapport à 
cet axe soit nulle , en considérant comme positifs les mo- 
ments des couples qui tendraient , par exemple, à augmen- 
ter l'angle Q , et comme négatifs ceux qui tendraient à le 
diminuer. Si donc on désigne par P Tune quelconque des 
forces données, et par/? sa distance à l'axe, l'équilibre entre 

d^ 
les forces P et les forces — r -yy conduira à l'équation 

suivante : 

2 P/? — 2r' --— dm = o , 

^ dt^ 

les sommes se rapportant à tous les points du corps, 
pans le dernier terme de celle équation, le facicur 
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^r-ppeut sortir en dehors du signe 2, el ce terme devient 



Ir^dm. 



dt 
L'équation précédente deviendra donc 

En général, les moments des forces données varieront 
^vec la position du corps*, si ces forces ne dépendent pas 
du temps, leurs moments seront des fonctions connues 
de 9, et, en intégrant l'équation (i), on aur^ 6 en fonc-» 
tion de t et de deux constantes arbitraires. Ces constantes 
seront délerniinées , et, par suite aussi, le mouvement de 
tous les points du corps, si Ton connaît les valeurs de fl 

et — relatives à « = o, c'est-à-dire la position et la vitesse 

angulaire du corps au commencement du mouvement. 

Pour effectuer l'intégration de l'équation (i), représen-t 
tons son second membre par y (6) , elle devient 

multipliant les deux membres par 2<id, et intégrant à par<« 
pr de la valeur initiale Ôoàe d^ on aura 

(i) étant la valeur initiale de la vitesse angulaire^ on tirera 
delà 

dt = 



H.. 
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Si l'on peut effectuer cette quadrature, on aura t en 
fonction de 9; et la constante quî s'introduira sera déter- 
minée en exprimant qu'on a à la fois 

r = o, = 0„. 

"Si les forces données sont telles, que l'équation des forces 
vives ait lieu, elle conduira immédiatement à Péquation (2), 
parce que la vitesse d'un point situé à la distance r de l'axe 

^tant r— î la somme 2wv^* aura pour expression 

, d^^ dB' 

Irnr^ -7—) ou -r— ^mr^. 

Exprimant ensuite le second membre de l'équation des 
forces vives en fonction de la seule variable 0, ce qui sera 

— ) en fonction de , et 

Pon trouvera ainsi l'équîition (2). 

82. Considéro^3 en particulier le cas d'un corps pesant 
gui peut se mouvoir autour d'un axe horizontal, que nous 
prendrons pour axe des y^ l'axe des z étant en sens con- 
traire de la pesanteur. Nous considérerons l'angle 6 comme 
formé par le plan qui passe par l'axe fixe et le centre àe, 
gravité du corps, avec le plan vertical YZ5 et nous suppo- 
serons que cet angle croisse en allant de l'axe des z positif, 
vers l'axe des x positifs, c'est-à-dire dans le sens que nous 
sommes convenus de choisir pour celui du mouvement di- 
rect. Le moment relatif à l'élément dm sera gxdin^ car il 
tend à augmenter l'angle 9 quand x est positif, et à le dimî- 
puer quand x est négatif; l'équation (i) deviendra donc 

fl^ Ô glxdm 

~dF ~ Ir^dm ' 

pu, en désignant par Xi l'abscisse du centre d<^ gravité du 
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ooi'ps , 



Or on a 

jr, = / sm , 
<?t , par suite , 

Cette équation est de même forme que celle qui détermine- 
rait le mouvement d'un point matériel autour de rorigine, 
dans le plan XZ. Si Ton désigne par R la distance de ce 
point mobile à l'origine, ou la longueur de ce pendule 
simple y on obtient pour l'équation de son mouvement, 

dt^ R 

' Cette équation se déduirait de la précédente, en supposant 
toute la masse réunie en un même point situé à une dis- 
tance R de Taxe. Elle coïncidera avec la précédente si Ton 
pose 



R = 



M/ ' 



si donc on suppose que pour t = o les valeurs de et 

-r- soient les mêmes de part et d'autre, c'est-à-dire aile 
di '^ 

plan qui passe par le centre de gravité du corps et l'axe fixe 
fait d'abord le même angle avec la verticale , et a la même 
vitesse initiale que ce pendule simple, leur mouvement ser^ 
constamment le même. Le mouvement d'un corps solide pe- 
sant autour d^un axe fixe étant ainsi ramené à celui du pen- 
dule , nous nous bornerons à renvoyer à la discussion que 
nous avons faite de ce dernier. 

83. Faisons à ce cas particulier l'application que nou» 



DEUXièirB PitBTIE. — DYNAMIQUE. ï^l 

renons d'indiquer généralement du principe des farces 
i^ives. On a alors 

X = o, Y = o, Z= — gdm , 

[lour les composantes de la force appliquée à un élément 
quelconque dm de la masse ; FéqUation des forces vives dé- 
cent donc 



( 



dey 

— 1 Imr^ =t — 2 Ijgdmdz = — nglzdm -+■ C, 



G désignant ude constante arbitraire. Mais, en représentant 
par Z| le z du centre de gravité du corps , on a 



2 zdm = Mz» = M / cos 0. 

Si l'on détermine la constante par la condition que les va- 

— 
dt 



dQ 
leurs initiales de et de -7- soient 60 et co, l'équation pré- 



cédente deviendra 

I — ) = — ■ ^, , (ces ô — cos 0o) -h «% 

ce qui n'est autre chose que l'intégrale première de l'équa- 
tion (3). Le calcul s'achèverait comme dans la théorie du 
pendule. 

Si Taxe fixe était incliné à l'horizon , une simple décom- 
position de la pesanteur ramènerait au cas que nous venons 
de considérer, où l'axe est perpendiculaire à la direction 
des forces. 

84. Un corps solide qui oscille autour d'un axe hori- 
zontal se nomme un pendule composé^ ce que l'on appelle 
sa longueur^ c'est celle du pendule simple dont le mouve- 
ment est le même. Ainsi la longueur du pendule composé 

que nous avons considère est — ^rr-* ^^^^ ^^ serait pas 
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ehangéo si Ton donnait au corps une autre position quel- 
conque, pour laquelle / et ^r* dm resteraient les mêmes. 

Mouvement dan corps autour d'un axe, produit par 

une force instantanée. 

85. Nous avons déterminé le mouvement d'ut^ corps au- 
tour d'un axe, eu supposant que sa position initiale soit 
connue, ainsi que sa vitesse angulaire initiale. Mais si, an 
lieu de cette vitesse, on donne seulement la force instan- 
tanée qui Ta produite, il faudra commencer par détermi- 
ner quelle vitesse doit prendre le corps , soumis pendant un 
temps extrêmement petit à l'action d'une force qui aurait 
produit sur un point matériel libre une quantité de môuve^ 
ment connue. 

Si l'on décompose cette force en deux autres , dont Tune 
soit parallèle à Taxe, et Tautre dans un plan perpendicnh 
laire , cette dernière produira seule le mouvement. Repré^ 
sentons sa valeur par P, et par p sa distahce à Taxe; le 
principe de d'Alembert conduira à Téquation 

M 

0) étant la vitesse angulaire-, d'où, en employant les mêmes 
dénominations que précédemment. 



1 r' dm 



La vitesse angulaire produite par l'impulsion étant con- 
nue, le mouvement se déterminera comme précédem- 
ment^ et si aucune force ne reste appliquée au corps, 

l'équation (i) donnera -— = o, et la vitesse angulaire sera 

constante. 
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86. Supposons que Timpulsion ait été produite par le 
clioc d'un point ayant une masse p. , animée d*une vitesse i^ 
dirigée dans un plan perpendiculaire à Taxe, suivant une 
droite distante de l'axe d'une quantité /, et admettons que 
cette masse reste unie au corps au point où elle le ren- 
contre, et dont nous désignerons par h la distance à Taxe. 

Si l'on décompose la vitesse (^ suivant la normale et la 
tangente au cercle que décrira autour de l'axe le point où 
a lieu le choc, la première sera détruite, et l'autre aura 

pour valeur -7- Représentons par w la vitesse angulaire 

du système après le choc ; la masse [i aura perdu la vitesse 

-^ — Ao), et la quantité de mouvement que la réaction du 

• corps lui aura fait perdre sera p. i-z A w | : telle sera 

donc la mesure de la force instantanée produite sur la 
masse jui 2 et, comme l'action et la réaction sont égales, 
ce sera aussi la mesure de la force instantanée qui a agi sur 
le corps donné. Oii rentre donc dans le cas précédent et 
Ton aura de même 



ptAI-j — AwJ = «2r*d>»; d'où w = 



lipf 



^A'4- ^r^dm 



Le dénominateur est le moment d'inertie du système com- 
posé du corps donné et de la masse qui s'est unie à lui. Si 
donc on entend que la somme S s'étend à leur ensemble , 
on écrira simplement 



r'dm 



Si, au lieu d'un seul corps, on en supposait un nombre 
quelconque dont les masses fussent fx, fjt', fx", etc. , les vi- 
tesses i'j f^', i'^, etc. , et les distances des directions de ces 
vitesses à l'axe/,/',/", etc. , et que tous ces corps vinssent 
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choquer le premier au mftme instant ) en se réunissant i 

lui , on aurait 

_fxi/-|-p^p7^4-etc. 



u 

lr*dm 



la somme S r' dm se rapportant à tous ces corps réunîà. 

CHAPITRE XIX. 

DES MOMENTS D'INERTIE. 

87. La détermination du mouvement d'un corps solide 
exige, comme nous venons de le voir, la considération de 
certaines intégrales définies prises dans toute Tétendue de 
ce corps , et dont il est nécessaire d'étudier avec quelque 
détail les propriétés. 

Mais d'abord il faut remarquer que les corps étant com- 
posés de molécules séparées les unes des autres par des 
intervalles extrêmement petits, il n'y a pas rigoureusement 
continuité dans la matière qui les forme. Néanmoins) 
tant qu'on ne considère que l'action des forces extérieures) 
il n'y a aucun inconvénient à concevoir la matière ré- 
partie dans la totalité du volume occupé par un corps, de 
telle sorte que, dans toute partie très-petite de ce volume, 
et pouvant renfermer toutefois un grand nombre de mo- 
lécules, il y ait la même quantité de masse qu'auparavant. 
Cette supposition donnera de la facilité au calcul, et les 
forces extérieures ne variant pas sensiblement d'une molé- 
cule à la plus voisine, il n'en résultera aucune différence 
appréciable dans les actions exercées sur les diiférentes 
parties du corps. 

• 

88. On appelle moment d* inertie d'un corps par rap^ 
port à une droite, la somme des produits des masses de 
tous SCS éléments par le carré de leur distance à celte droite. 
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Si on la prend pour axe des z , le moment d'inertie a pour 
expression 

dm étant la masse de l'élément dont les coordonnées sont 
r, y^ Zi^ et l'intégrale s'éteiidant à toute la masse. De 
niême, les moments d'inertie par rapport aux axes desj^ et 
des X ont pour expressions 

l.{x' -Ar z^) dm ^ 2(7' -f-2')r//w. 

89. Connaissant le moment d'inertie d'un corps par 
rapport à une droite, il est facile de l'avoir par rapport à 
toute autre droite parallèle. 

Eîn efiet, prenons la première pour axe des z^ et faisons 
passer le plan des z, x par la seconde. 

Soient a la distance des deux droites , et M la masse du 
<:x>rps. Désignons par MA* son moment d'inertie par rap- 
port à l'axe des z. Celui qui se rapporte à la parallèle aura 
pour expression 

Z[(j: — fl)'-|-/^]^/w = 2(ar'-l- J-') dm — 7.al. xdm + M fl% 

OU, en désignant par Xx l'abscisse du centre de gravité, 

M (A' -H fl') — 2.aUxy. 

90. Si le centre de gravité se trouvait sur Taxe des z, 
on aurait Xi = o, et Texpression précédente se réduirait à 

on voit qu'elle ne dépend pas de la position absolue de la 
seconde droite, mais seulement de la distance à la pre- 
mière^ de sorte que le moment d'inertie d'un corps est le 
même par rapport à toutes les génératrices d'un cylindre 
droit quelconque à base circulaire , dont l'axe passe par 
le centre de gravité de ce corps. Il s'ensuit que si l'on con- 
II. 10 
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sidère les moments d'inertie par rapport à deux parallèles 
quelconques, leur difTéreuce est égale à la masse du corps, 
multipliée par la diHerence des carrés de leurs distances 
•respectives au centre de gravité de ce corps. 

On en conclut encore que de toutes les droites parallèles 
à une direction donnée, celle par rapport à laquelle le 
moment d'inertie d'un corps est le plus petit, est celle qui 
passe par le centre de gravité. 

91. Cherchons maintenant l'expression du moment 
d'inertie d'un corps par rapport à une droite quelconque 
AS menée par l'origine et faisant les angles a, 6, y avec 
les axes de coordonnées. On en déduira facilement le mo- 
ment d'inertie par rapport à une parallèle à cette droite, 
c'est-à-dire par rapport à une droite quelconque de l'es- 
pace. 

Soient x^ y^ z {fig- 7) les coordonnées du point M du 
corps , et ^m la masse de l'élément dont ce point fait partie. 
Abaissant MP perpendiculaire sur AS , on aura 



ou 



MP = AM — AP = j:' 4- j' -h z' 

— (.r ces a + ^' ces 6 -4- z ces 7)% 

MP = .r' sin^a -f-^'sin- 1 ■\- z^ sin'y — 7.yz ces 6 ces 7 
— 2X3 cos a cos 7 — 2 ry ces a cos 6. 

Si l'on désigne par [i le moment d'inertie du corps par rap- 

a 

port à AS, ou 2 MP r/m, et qu'on pose 

Ix^dm = û, 1 y^ dm = b y Iz^dm = c, 
Ijrzdm = dy Ixzdm =r r, Ixydm =/, 

On trouvera 

^ = rt sin' oL'\- b sin' 6 -t- t sin '7 
— 2 f/ cos 6 cos 7 — 2c cos a cos 7 — 2,fçiys a cos 6. 
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aj b^ c^ d^ Cy y seront des constantes déterminées par la 
nature du système donné, et sa position par rapport aux 
axes. Si maintenant on porte sur AS une longueur 

AN = -^> et qu'on fasse la même construction pour tou- 
tes les directions que peut prendre AS autour du point A, 
le lieu des points N sera une surface entièrement fermée, 
puisque AN a toujours une valeur réelle et finie. Pour 
en avoir Téquati on , on désignera par x,^, z les coordon- 
nées de N, et l'on aura 

coSflr = a:\/^, cos6=rj\/]x, COSy = Z\/fi^ 

- = a-'' + }--' H- z\ 

L*équation précédente qui donne la valeur de ix devient , en 
éliminant of, 6, y, {x au moyen de ces dernières, 

( I ) (^ -f- <^) ^"^H- (« H- f^) X^-+- (« -h ^) 3' — 9. dfz — 2 exz — ^fxy z= 1 . 

Le lieu est donc une surface du second degré dont l'origine 
est le centre, et c'est un ellipsoïde, puisque aucun rayon 
ne peut être infini. M. Poinsot le désigne sous le nom 
A^ ellipsoïde central. 

La forme et la position de cet ellipsoïde ne dépendent en 
rien du choix des axes de coordonnées \ mais son équation 
serait plus simple si l'on avait pris ces derniers dans la 
direction des axes de l'ellipsoïde , qui forment un système 
unique, lorsque les grandeurs de ces axes sont inégales, 
comme cela a lieu en général. 

Admettons donc que l'on ait choisi ce système de coor- 
données 5 les constantes désignées par «, è, c, r/, e^ f 
prendront des valeurs dépendantes de ce choix , et telles 
que les rectangles des variables ne se trouvent pas dans 

10. 
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l'équation de rellipsoïdo , et Ion aura par conséquent 

d =z Oy e = o, /= G, 
ou 

lYZflm = o , 2 xzdm = o , 2 xydm = o. 

Donc il existe toujours un système d'axes tels que ces trois 
intégrales soient nulles , quelle que soit la forme du corp», 
et lors même que l'on supposerait un nombre quelconque 
de corps séparés les uns des autres. Ce système, étant celui 
des axes de Tellipsoïde, sera unique si ces axes sont iné- 
gaux. Si deux d'entre eux sont égaux , Taxe perpendiculaire 
sera invariable, mais les deux autres seront deux droites 
rectangulaires quelconques situées dans le plan des deux 
axes égaux. Enfin, si les trois axes sont égaux, tout sys- 
tème d'axes rectangulaires passant par le même point jouit 
de la même propriété. On a donné à ces directions particu- 
lières le nom d^axes principaux d'inertie du corps. 

Si nous désignons par A , B j C les moments d'inertie du 
corps par rapport à ses axes principaux, ou, en d'autres 
termes, ses moments d'inertie principaux, nous aurons 

et l'équation (i) de rellipsoïdc (entrai devient 

Aar^ + Bj^-H 02^= 1. 

92. Le moment d'inertie {j. par rapport à un axe quel- 
conque passant par l'origine, et faisant les angles a, 6, y 
avec les axes principaux, s'obtiendra en observant que le 

I 
rayon correspondant de l'ellipsoïde étant égal à"y=>on 

aura pour expression des coordonnées ,r , j^, z de son ex- 
trémité : 

cos a cos ^ ces 7 

x = -— , r==-7-' ^ = -r-' 

Vf Vf* Vf* 
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et, en subslituant dans l'équation de Tellipsoïde, on ob- 
tient 

p := A cos' a -h B ces' 6 -f- C ces' 7. 

Le second membre est évidemment plus grand que la plus 
petite des trois quantités A, 6, C et plus petit que la plus 
grande. On en conclut que le plus petit et le plus grand 
des moments principaux sont aussi le plus petit et le plus 
grand des moments relatifs à toutes les droites passant par 
le même point*, comme d'ailleurs on le déduit immédiate- 
ment de la comparaison géométrique des rayons de Tellip- 
soïde avec ses axes. 

Si l'on a A = B , il en résulte 

|x = A (ces- a •+- ces' 6) H- C cos' 7 , 
ou 

fA = A H- (C — A) ces' 7 ; 

d'où l'on voit que les moments d'inertie seront les mêmes 
pour toutes les droites passant toujours par le même point , 
et faisant des angles égaux avec l'axe inégal. C'est ce qu'on 
aperçoit immédiatement au moyen de l'ellipsoïde central 
qui est alors de révolution autour de Taxe des z. 
93. Si Ton avai4; seulement 

Ixzdm = o , lyzdm = o , 

Téquation de l'ellipsoïde renfermerait le rectangle xy^ cl 
aucun des deux autres. L'axe des z serait donc un de ses 
aices principaux , et, par suite, un des axes principaux d'i- 
nertie relatifs à l'origine des coordonnées. 

94. Cherchons maintenant s'il existe des points tels, que 
les trois moments principaux d'inertie qui s'y rapportent , 
et, par suite, tous les autres, soient égaux. L'ellipsoïde 
central relatif à ce point se réduira à une sphère , et toutes 
les droites passant par ce point seront des axes principaux. 



l5o COURS DR MÉCANIQUE. 

Supposons, pour plus de simplicité, queron ait pris pour 
axes de coordonnées les axes principaux relatifs au centre 
de gravité du corps, et désignons par jc', y', z' les coor- 
données du point cherché. Si par ce point on conçoit des 
parallèles aux trois axes des x^ y^ z^ ces droites devront 
être des axes principaux relativement à ce point, et, par 
conséquent, on dcîvra avoir 

2 (/—/) (3 — z')dm = o, 

S (s — 2') (a: — x!) dm = o, 
2 (j: — x') {y — /) dm = o; 

or on a , par hypothèse , 

"Lyzdm = o, Ixzdm = o, Ix/dm = o, 
• Ixdm = o, lydm =0, 2 zdm = o. 

Les équations précédentes deviennent donc , en désignant 
par M la masse totale du système, 

Mj'z'=:o, Mx'z'=Oy Mx'y = o; 

ce qui exige que deux des trois quantités x^, j\ ^^ soient 
nulles. Soient x' = o, y = o] les moments relatifs aux 
nouveaux axes seront 

11 ne reste plus qu'à exprimer que ces trois valeurs sont 
égales; ce qui exige que l'on ait 

Ainsi , deux des moments principaux relatifs au centre de 
gravité doivent être égaux, et les points cherchés, s'il y 
en a, seront nécessairement situés sur Taxe correspond 
dant au troisième moment. Mais, pour que z^ soit réel, 
il faudra que Ton ait C ^ A 5 ainsi , on a cette dernière 
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condition, que ce troisième moment soit le plus grand. 
Quand toutes ces conditions seront remplies, on aura 
deux points qui satisferont à la question^ ils seront situés 
sur l'axe du plus grand moment, de part et d'autre du 
centre de gravité, et à une distance de ce point égale à 



v^ 



M 

95. Les axes principaux d'inertie relatifs au centre de 
gravité d'un corps jouissent de la propriété remarquable 
d'être des axes principaux relativement à un quelconque de 
leurs points, et d'avoir pour conjugués des axes parallèles à 
ceux qui se rapportent au centre de gravité. 

En effet, considérons l'un quelconque des trois, par 
exemple l'axe des ^, et transportons l'origine en un quel- 
conque de ses points, dont le z soit h\ il suffira de poser 

Or on a, par hypothèse, 

Ijrzfim = o, Ixzdm = o, "Lxydm ■=. o; 
d'ailleurs 

lyzdm = lyz' dm 4- hlydm z= Ijz'dm; 

donc 

Ijrz^dm = 0, 

et, de même, 

liXz' dm = o. 

Donc les parallèles -aux trois axes principaux relatifs au 
centre de gravité, menées par un point quelconque de l'un 
d'eux, sont des axes principaux relativement à ce point. 

96. Moment d'inertie d'un parallélipipède rectangle, 
— Si, par le centre de ce parallélipipède, supposé homo- 
gène, on mène trois parallèles à ses arêtes , on aura les axes 
principaux relatifs au centre de gravité. Désignons par a^ 
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&, c les longueurs des arêtes , et par M la masse du par^l- 
lélipipède*, les moments d'inertie par rapport auxjaxesqui 
leur sont respectivement parallèles seront 



M* 






Le moment d'inertie par rapport à une droite faisant les 
angles a, 6, y avec les arêtes a, 6, c et située à une dis- 
tance d du centre du parallélipipède , serait donc 

M 

— [{b^ -I- C) CCS* a 4- (û' 4- c') ces' 6 H- {a' -h b^)cos*y]-hUd\ ' 

M ^ 

Si l'on consjdère successivement les trois arêtes du parallé- 
lipipède, les moments d'inertie seront 



M 



(t±t). «(»-:-■). «{^-) 



97. Moment d'inenie d'un ellipsoïde, — Il suffit de 
connaître ceux qui se rapportent aux trois axes principaux 
d'inertie passant par le centre de gravité , et qui seront les 
axes mêmes de Tellipsoïde que nous supposons homogène. 
Soit son équation 

et cherchons le moment d'inertie par rapport à l'axe des 5. 
La partie du volume qui se projette suivant le rectangle dxdj 
est 



2.cdx dy 



I x^ r' 



et, par conséquent, si l'on désigne par D la densité de la 
substance , le moment d'inertie du corps sera 



1C 



^/J^"^' ^ -^'^ si' - 1 -fï '^•^'^^ ' 
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que l'on peut décomposer ainsi : 



2C 






Considérons d'abord la première partie , et commençons 
par intégrer, par rapport à y^ entre les limites 

L'intégrale 

prise entre ces limites , n'est autre chose que Taire du demi- 
cercle qui a pour rayon 



h 
sa valeur est donc 









et il faut intégrer maintenant, par rapport à a:, l'ex- 
pression 



I 



2 

dx ^ 



«epuis a: = — a jusquà a: = -+-«, ce qui donne 

— Trt^crt^D, OU -p— 5 

**n désignant par M la masse de rellipsoïde. 
La seconde expression qu'il faut maintenant intégrer^ oc 
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diilërant de la première que par le ehangement réciproque 
de X en y et de a en è, conduira à — x- 5 de sorte que le mo- 
ment d'inertie par rapport à l'axe des z sera 

M 

et Ton trouverait, pour les deux autres axes, 



„ î:±i'V „/»•+ 



) 



Dans le cas où a = i = c , on a le moment d'inertie d'une 
sphère par rapport à l'un quelconque de ses diamètres*, son 
expression est 

2Ma^ 81: D a' 



ou 



5 i5 

98. Si l'on fait croître le rayon a de cette sphère de la 
quantité infiniment petite c/a^ son moment d'inertie croîtra 
de j7:Da*^a, qui exprimera le moment d'inertie d'une 
couche sphérique de rayon a ayant pour épaisseur da^ei 
pour densité D. 

Si maintenant on suppose que D soit une fonction donnée 
de a, et qu'on intègre cette expression entre deux valeiurs 
R, R', on aura le moment d'inertie d'une sphère creuse non 
homogène, dont la densité ne dépendra que de la distance 
au centre. 

99. Moment cV inertie d'un solide de révolution. — Con- 
sidérons encore le solide homogène engendré par une aire 
plane tournant autour d'une droite située dans son plan , et 
que nous prendrons pour axe des y. Soient F ( j^), (p (j^) les 
expressions des abscisses des deux courbes qui terminent 
l'aire , et D la densité de la substance : le moment d'inertie 
de la tranche comprise entre deux plans perpendiculaires à 
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l'axe, et correspondants aux ordonnées y Qt y-h dy^ sera 
anDriffx^dx, en prenant cette intégrale entre les limites 

T (y)^ ^ (y) î ^^ 4^^ donne 

^[F(r)'-,(r)M. 

Il ne restera plus qu'à intégrer cette expression par rapport 
à y entre les limites de Taire génératrice. 
Si 5 par exemple , on a 

cp(7) = o, ¥{xy=za^^j\ 

le solide devient une sphère ; et le moment d'inertie aura 
pour expression 



%J — a 



y^ydy, ou ^^ ^ 



comme nous l'avions déjà trouvé. 

CHAPITRE XX. 

DIVERSES PROPRIÉTÉS DU MOUVEMENT d'uN CORPS 

AUTOUR d'un axe FIXE. 

100. Centre cV oscillation , — On nomme centre d'oscil- 
lation d'un pendule composé, tout point faisant partie de ce 
corps ou lié invariablement à ce corps, dont le mouvement 
est le même que s'il était isolé et obligé de se mouvoir au- 
tour du même axe par l'action de la pesanteur. D'après cela, 
tous les points de la droite menée parallèlement à l'axe, à 
une distance égale à la longueur du pendule, c'est-à-dire 

à (n® 82), et située dans le plan qui passe par l'axe et le 

centre de gravité du corps, seront des centres d'oscillation. 
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Quelques auteurs appellent plus particulièrement centre 
d* oscillation celui de ses points qui est situé sur la verti- 
cale qui passe par le centre de gravité. 

Si nous désignons par MA' le moment d^inertie du corps 
par rapport à une parallèle à Taxe menée par le centre de 
gravité, nous savons qu*on aura 

La longueur du pendule sera donc l-{-—-\ et les centres 
d'oscillation seront plus éloignés de Taxe de suspension que 
le centre de gravité d'une quantité égale à y 

Les distances du centre de gravité à Taxe cl à la ligne des 
centres d oscillation • donnant pour produit h^^ il s^ensuit 
que si l'on prenait celle dernière pour axe fixe, la première 
deviendrait la ligne des centres d*oscillation. La longueur 
du pendule serait doue la même qu^auparavant , et son mou- 
vement serait identique. Il en serait encore de même si l'on 
prenait pour axe de suspension toute autre droite parallèle 
située à la même dislance du centre de gravité, puisque /et 
A* ne changeraient pas. 

En général , le mouvement sera le même autour de tous 
les axes qui donneront la même longueur au pendule. Si 
Ton désigne par / la distance d'un axe quelconque au centre 
de gravité, par a , c , y les angles que sa direction fait avec 
les axes principaux relatifs à ce point, et par A, B, C les 
moments d'inertie par rapport à ces axes , on aura 

M ^' = A cos= a -+- B ces' 6 + C ces' 7 , 

/.s 

pi la longueur / -f- -- du pendule sera 

A cos' X -h B cos' C H- C cos- 7 

/+ j^._ 
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Or, cette longueur peut rester la même pour une infinité 
de droites différentes , puisque a , ê , y, / sont indéterminés. 

101. Si l'on cherche les valeurs que doivent avoir ces in- 
déterminées , pour que l'expression précédente soit mini- 
mum, on saura autour de quel axe il faut que le mouvement 
ait lieu pour que l'oscillation se fasse dans le moindre temps 
possible. 

Or, parmi tous les axes pour lesquels Â* serait constant , 

celui qui donne le minimum pour la longueur /h 

correspond à / = Âr", et la longueur du pendule est alors 
égale à a/f. Elle sera donc la plus petite possible lorsque k 
aura sa plus petite valeur. Ainsi , l'oscillation sera la plus 
courte lorsque Taxe de suspension sera parallèle à l'axe du 
plus petit moment d'inertie relatif au centre de gravité ; et 
sa distance k à cet axe est égale à la racine carrée du rapport 
de ce moment d'inertie à la masse du corps. 

102. Percussion contre l'axe , — La force instantanée qui 
met un corps en mouvement autour d'un axe fixe , produit 
sur cet axe une sorte de choc ou de percussion qu'il est néces- 
saire de connaître, et qui provient des forces qui se font 
équilibre au moyen de sa résistance. Prenons cet axe pour 
axe des z] et pour plan de x et j^ le plan perpendiculaire 
mené par le point d'application de la force. Décomposons 
cette force en deux autres : l'une , Z , parallèle à l'axe fixe ^ 
l'autre, P, située dans le plan XY, et ayant pour compo- 
santes-X, Y. 

L'équilibre devra avoir lieu entre les forces — X, — Y, 
"-Z, et celles qui seraient mesurées par les quantités de 

mouvement dm -7-9 dm -4-^ dm— relativement à tous les 

dt dt dt 

éléments du corps 5 et il faut observer que l'on a -7- = o, 
puisque le mouvement a lieu autour de Taxe des z. 
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Soient jc , j^, z les coordonnées de l'élément dm , r sa dis- 
tance à l'axe , 6 l'angle formé avec l'axe des x par la pro- 
jection de la perpendiculaire abaissée de cet élément sur 
Taxe, et w la vitesse angulaire produite. On aura 

X = r ces G , r = r sin G , -— = w ; 

en différentiant par rapport à f, on aura 

dx . ^ dB dr ^ dO 

«_. — /-sin 6-7-5 -7-=r ces -7- ? 
dt de dt dt 

ou 

dx dy 



dt=-''^' ^="' 



> 



et les composantes de la force appliquée à l'élément dni pa- 
rallèlement à Taxe des :r et à l'axe des y, seront respective- 
ment — oyydm et tùxdm. 

Si maintenant on décompose le système de ces forces, 
jointes à — X, — Y, — Z, en trois forces dirigées suivant 
les axes des x^y^ z^ et en trois coupfes ayant leurs axes 
dans ces mêmes directions , on trouvera , pour les forces, 
expressions 

^uji désignant les coordonnées du centre de gravité du 
corps \ les trois couples auront respectivement pour expres- 
sions 

a elb étant les coordonnées du point d'application de la 
force. 

Or, le dernier couple est nul de lui-même, d'après la 
condition d'équilibre autour de Taxe; et les efforts exercés 
sur l'axe ne proviennent que des deux autres couples et des ^ 
forces dirigées suivant les trois axes. 
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103. Centre de percussion. — Cherchons maintenant les 
conditions pour que l'axe fixe ne reçoive aucune percussion. 
[1 faut pour cela qu'il y ait équilibre, indépendamment 
ie cet axe, et que, par conséquent, les forces dirigées sui- 
vant les axes , et les couples situés dans les plans coordon- 
nés , soient nuls séparément ; ce qui donne , en supposant , 
pour plus de simplicité, qu'on fasse passer le plan des x et 
2 par le centre jJe gravité du corps, et que par conséquent 
Yi soit nul , 

Z=o, X = 0, y = wM^,, 
2 xzdm = o , lyzdm ^=o, — flY-i-o)2r' dm = o . 

La dernière équation fait connaître la vitesse angulaire 5 les 
deux précédentes indiquent que l'axe des z est un des axes 
principaux qui se coupent à l'origine des coordonnées. La 
première apprend que la force doit être située dans un plan 
perpendiculaire à l'axe fixe, et la seconde prou ve qu'elle 
est perpendiculaire au plan passant par l'axe et par le cen- 
tre de gravité du corps. 

Pour connaître la distance a de la force instantanée à 
l'axe fixe en fonction des données , il faudra , dans la der- 
nière équation , substituer à w sa valeur tirée de la troi- 
sième, et l'on trouvera ainsi 

l.r^dm 

et si Ton désigne par M A* le moment d'inertie du corps, 
par rapport »à une parallèle à Taxe menée par le centre de 
gravité, cette équation devient 

h-" 

a =zx^-\ ; 

X, 

et par conséquent a est égal à la distance de l'axe fixe au 
centre d'oscillation du corps par rapport à cet axe. 



Aiiisj. jKiiii jD'. ] ti^f' ij <^>7xqii<' aucune percasâon, il 
t%l ikéctssiire t*i sh&mli:! . 

i'. i^t II i:*rc« ko: jierpenâk'alAire m plan passant 
par Ysyj: ei le t:t-uirt dt ctstji* du cx^rps : 

2' . Que cet but ko: nu des &xes principanx do corps par 
rappcirt an jic>ixi: cfa il es*l reDc:oiilTr par le plan cpii Ini esl 
pexpendâmlaire f-i qui c*c»iil5enî la force: 

3''. Qoe la disiaDc^e de It force à Taxe soit la mèmeqne 
celle du centime: d'osicillaiicin dn corps antonr de ce même 
axe. 

Cette demiei^ c-oniiiîc'ii znonti'e que la question propo- 
sée est imposû-lKt: qnani le centre de graTÎté esl sur 
1 axe ; car aloif U force devrait se ironver k une distance 
infinie. 

Le pcânt on la forœ doii être appliquée, dans le plan 
passant par Vaxt et le centre de gravité, se nomme centre 
de perçus sio^i .- il est situé sur la lî^me qui contient les cen- 
tres d'oscillation. 

Réciproquement, si !«. e^^rps était en mouvement au- 
toor de Taxe, on pourrait larrèter brusquement aa 
moyen d'une force appliquée au centre de percussion] 
sans qu'il en résultât aucun eilet sur l'axe, en suppo- 
sant que les circonstances que nous avons indiquées aient 
lieu. 

104. Si l'on avait seulement 

lxzdmz=o. 1 yzdm = 0. Z = o, 

la percussion éprouvée par l'axe se réduirait à une force 
passant paf l'origine, et qui serait détruite si Torigine était 
fjx<;. Dans ce cas , la force instantanée produirait donc ud 
mouvement initial autour de Taxe des z comme s'il était 
fixe*, FU il en serait de même si , au lieu d'une seide force, 
on en «'jvait un nombre quelconque dans le même plan; 
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car, au moyen du point fixe , elles seraient toujours réduc- 
tibles à une seule. 

105. Pression exercée sur l'axe pendant le mouve- 
ment, — A chaque instant l'équilibre qui a lieu en vertu 
du principe de d'Alembert, produit sur l'axe fixe des 
pressions que l'on calculera comme dans le cas d'une force 
instantanédw 

Soient X^m, Y dm, 7a dm les composantes de la force 
appliquée à l'élément dm \ l'équilibre devra avoir lieu entre 
les forces 

X dm , Y dm , Z dm , 
et les forces 

d^x d^y d'^z 

TT dm , r— dm , r— dm , 

dt^ ' dt^ ' dt^ ' 

doDtla troisième est nulle, puisque le mouvement a lieu 
autour de Taxe des z. 

Si l'on appelle 9 l'angle formé avec l'axe des x par la 
projection de la perpendiculaire abaissée d'un point quel- 
coûcjae du corps sur l'axe des z , et eo la vitesse angulaire , 
on aura 



d^ 
jF=:rcosô, r = rsin0, -— = &); 

at 



d'où 



d^x d(^ d'^y , c?w 

do dt dt^ ^ dt 

Si l'on décompose encore le système de toutes les forces en 

trois forces dirigées suivant les axes, et trois couples situés 

* daus les plans coordonnés, on aura pour expressions de ces 

I. .II 
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irois forces 

(lui 
i X dm 4- w'M.r, -+- M r, -p? 

(It 

Lt\s momrnts clos couples ayant leurs axes dirigés suivant 
los axes dos ,r, y, z seront respeclivement 

(lui 

^ 1 Z -— z Y ! dm — w Ijzdm -f- -r- Ixzti/Hy 

ï 3 \ — .r Z : r//w -h «' I xzdm H ;- Ijrzfitn , 

r/ft» 

i . .r Y — v\ ^/w — '^ r^dm. 

dt 

(.0 dernier est uu1« par la condition d'équilibre^ et la 
pression qui a lieu à chaque instant sur Taxe est produite 
par les deux autres couples, et par les trois forces appli- 
«piées à Torigine. 

1{H>, j4xcs permanents de rotation. — Supposons que 
le C(U*ps solide., au lieu d'avoir un axe fixe, n'ait qu'un seol 
point (ixc, et qu'on Tait choisi pour origine. Supposons de 
phîs qu'aucune force extérieure ne sollicite le corps; et 
proposons-nous de déterminer les conditions pour que le 
nu>uvenient , ayant commencé autour de Taxe des z , con- 
tinue comme si cet axe était fixé invariablement. 

Il esl évidf^nt qu'il suffit pour cela que toutes les forces 
«lueTaxe fixe devrait détruire, se trouvent détruites parle ; 
point fixe seul. C^r« ce point détruit les trois composantes 
tpii y sont appliquées^ il sulBt donc que les deux premier» 
riMiples soient nuls séparément 5 ce qui donne 

y i r./'fj . - o . i » Zilri z= o. 
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Il est donc nécessaire et suffisant que l'axe des z soit un des 
axes principaux d'inertie qui se coupent au point fixe. 

Ainsi , tout point lié à un corps solide jouit de la pro- 
priété que, si on le rend fixe, et que le corps commence 
par tourner autour d'un de ses axes principaux d'inertie, 
relatifs à ce point, sans qu'aucune force étrangère lui soit 
appliquée , il continuera de tourner uniformément autour 
de cet axe comme s'il était fixe. Ces trois axes , considérés 
sous ce point de vue, se nomment axes permanents de 
rotation y relativement au point fixe. 

Si l'origine était le centre de gravité du corps , on aurait 

X, = O, jTi = o, 

et les forces qui y .sont appliquées seraient nulles d'elles- 
mêmes , de sorte qu'il n'est plus nécessaire que ce point soit 
fixé, et réciproquement ces forces ne seront nulles qu'en 
supposant 

■2^1 = o, ri = o; 

d'où l'on conclut que 

Si un corps entièrement libre commence à tourner au- 
tour d*un de ses axes principaux , qui se coupent en son 
centre de granité y et qu aucune force étrangère ne lui soit 
appliquée j son mouv^ement continuera uniformément 
autour de cet axe. Ces droites sont les seules qui jouissent 
de cette propriété. 

Ces trois axes particuliers se désignent sous le nom 
i^axes naturels de rotation, ou d'axes permanents de rota- 
lion relatifs au centre de gravité. 

(S'il y a des forces réductibles à un couple dans le plan 
xy^ les mêmes conséquences ont lieu-, seulement , la vitesse 
angulaire varie.) 



1 1. 
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Mntivnyivnt initial d'un cor/ys solide, mobile autour 
dun point fixe , et soumis à l'action de forces 
iihtantdnées. 

107. Ce mouvement peut facilement être ramené an 
mouvement autour d'axes tlxcs. D^abord, quelles que soient 
les forces appli({uécs à ce corps , on peut toujours les ré- ■ 
diiin^ à une foire appliquée au point fixe et à un couple. 
I.a force étant détruite, le mouvement sera produit unique- 
ment par le couple. Décomposons ce couple en trois autres, 
dont les axes soient dirigés suivant les axes principaux du 
corps, (}ui se coupent au point iixc, et que nous prendrons 
pour axes des .r« j', z\ et soient L, M, N les moments de 
ces tn^is couples. 

^ous savons que les vitesses acquises par chaque point 
peu>eut t^ire obtenues en composant celles que produirait 
séparêmeut chacun de ces trois couples. 

Or. le couple dont le moment est L, étant compris dans 
le plan perpendiculaire à un axe principal, relatif à son 
point lie reucoutiv avec ce plan, produirait un mouvement 

autour de cet a\e« et sa vitesse angulaire serait égale à p 

A étant le moment d inertie du corps par rapport à cet 
a\e, surli^piel on compte les .r [voirn^ 104). 

De mi^ine* si Ton dèsiirne par H, C les moments d^inertie 
relatifs aux axes des v et des r. , les deux autres couples pro- 
duiraient des mouvements de rotation autour de ces axes, 

, . , . . M N 

iliMit les vitesses anjiuLinw^ seraient respectivement—? ^' 

D ti 

Ainsi • en ivpix*stniiant CvS tivîs vitesses angulaires par 

ci\ .1^ , ;.^ . on aura 
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Or, nous avons démontré que ces trois mouvements de- 
vaient se composer d'après les règles relatives aux mouve- 
ments géométriques. Il en résulte donc une rotation égale à 

V^w*-}- oi)'*-f- 0)''*, autour d'un axe dont la direction fera, 
avec les axes de coordonnées, des angles a, 6, y dont les 
cosinus seront proportionnels à w, o)', w''. 

Considérons maintenant l'ellipsoïde central dont l'équa- 
tion est 

L M N . 1 . , 

on sait que i^-^^t; sont proportionnels aux cosinus des 
■"•ABC 

angles que fait avec les axes le diamètre conjugué du plan 

ayant pour équation 

donc l'axe instantané de rotation est le diamètre conjugué 
de ce plan. Maïs la perpendiculaire à ce plan fait, avec les 
axes^ des angles dont les cosinus sont proportionnels à L , 
M, N. Cette normale n'est donc autre que l'axe du couple 
d'impulsion 5 d'où résulte la proposition suivante, due à 
M. Poinsot : 

Uaxe de la rotation produite par un couple sur un 
corps solide qui a un point fixe , est le diamètre conjugué 
du plan du couple y dans V ellipsoïde central, 

CHAPITRE XXI. 

MOUVEMENT D'UN CORPS SOLIDE AUTOUR d'uN POflNT 

FIXE. 

108. Le problème dont nous allons nous occuper mainte- 
nant, peut s'énoncer ainsi : Un corps solide , ou un système 
rigide quelconque, lié à un point fixe, étant sollicité par 
des forces données, et partant d'un état initial connu, déter- 
niiner à chaque instant la position de ses différents points. 



) 
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Poiii' cela , nous choisirons trois (li*oites rectangulaires 
passant par le point fixe et liées invariablemeut au corps; 
la question sera ramenée à la détermination idu mouvement 
de ces trois droites ^ et leur position se déterminera , comme 
nous l'avons déjri vu dans les préliminaires, soit par les 
angles que chacune d*elles forme avec trois axes rectanga- 
laires fixes, soit au moyen de trois autres angles seulement, 
ce qui sera plus avantageux. 

D'après le principe de d'Alembert, on obtiendra toutes 
les équations nécessaires à la détermination du mouvement, 
en exprimant qu'il y a équilibre à chaque instant entre les 
forces données et les forces d'inertie du système, considé- 
ives comme appliquées à ses points même. 

On trouvera ainsi , comme on le sait, six équations, ex- 
primant que les sommes des composantes de toutes ces for- 
ces, ainsi que de leurs moments, par rapport à trois axes 
rectangulaires, sont nulles. Ces trois axes peuvent être choi- 
sis à chaque instant, dans une position arbitraire. Les 
six équations que nous rappelons, exprimeront toujours Fé- 
quilibre qui doit avoir lieu , et seront toujours exactes par 
consécjuent : ainsi, par exemple, il est permis déconsidérer 
à chaque instant les axes liés au corps , et de prendre les 
composantes des forces, parallèlement à ces axes, et leurs 
moments par rapport à ces mêmes axes. Les six équations 
obtenues ainsi , détermineront certainement le mouvement. 
C'est la marche cpie nous suivrons. Elle conduit facilemcot 
aux équations; mais comme les quantités qui y entrent dé- 
pendent de la position des axes mobiles, il restera à faire 
des transformations propres à déterminer les positions par 
rapport à des axes fixes. 



109. Composantes de la force d* inertie pour un point 
quelconque. — Ces composantes rapportées à l'unité A^ 
masse sont, au signe près, celles delà force accéléra Iricequî 
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produirait ^ur le point libre le mouvement qu'il a 5 ces der- 
nières sont, comme on le sait, les dérivées secondes, par 
rapport au temps, des coordonnées du point , estimées pa- 
rallèlement à trois directions invariables quelconques. Nous 
choisirons pour ces directions celles qu'ont les axes mobiles 
à un instant quelconque , et que nous considérerons comme 
devenant invariables. Les composantes de la vitesse, par 
rapport aux axes mobiles, sont 



n, .', (v; 



elles deviennent 

u -{- du y V -\- dç, IV •+- d\v 

après le temps dt^ mais ne sont plus estimées parallèle- 
ment aux mêmes axes Xi , Yj , Zi ^ elles le sont par rap- 
port aux directions qu'ont les axes mobiles après le temps 
dt^ et que nous désignerons par X', Y', Z'. 

Si donc on les projette toutes les trois sur chacun des 
axes Xj , Y, , Zi , on aura les composantes de la vitesse sui- 
vant ces mêmes axes après le temps dl \ et si Ton en retran- 
che respectivement 1/, f^, iv, puis qu'on divise les restes par 
dt^ on aura les trois composantes de la force accélératrice 
suivant Xi , Yi , Zi , que nous désignerons par w', i*\ w' , 
Cela posé, les valeurs de m, v, w étant, d'après le n*^ 230, 
tome P**, 

(1) u = qz, — ry^^ v = rx^ — pz^ , w — /?j, — qx, , 

00 obtient, en les différentiant, 

àvL :=z Zxdq'^ y y dr, du = .r, dr — z, djj , rAi- tj=2 y dp — x^dq. 

Les quantités 

u H- du , V '\- dv^ «'4- div 

étant connues, et comptées sur les axes X', Y', Z', doivent 
être projetées toutes les trois sur chacun des axes X, , Y, , Z, ; 
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il faut donc d'abord calculer les cosinus des angles des di- 
rections X', Y', Tj' avec les directions Xj , Yt , Zf Or, les 
cosinus des angles que fait la direction Xi avec les axes fixes 
X, Y, Z sont 



fl, a\ a"\ 



ceux qui se rapportent à la direction X' seront, par 
suite, 

On aura des expressions analogues pour les directions Yi,T' 
et Zi, Z'. n est donc facile de calculer les cosinus des angles 
des trois premières directions avec les trois autres. 

On voit d'abord , qu'en négligeant toujours les infini- 
ment petits du second ordre , on peut remplacer les cosinus 
des angles infiniment petits par l'unité ^ d'où résulte 

cosX'X, = 1, cosY'Y, = 1, cosZ'Z|=i. 

On trouvera ensuite 

■ 

ces Y'Z, = (b-hdb)c-h(b' + db') c' -h (^" + db") / 
z=cdb+ c'db'-h c"db\ 



et de même 



ces Y, Z' = bdc -h b'dc' '\- b" de'* \ 



et comme on a 



on en tire 



bc^ b'c' -hb''c'' = o^ 



bdc -h b'dc' -h b'^dc'' -h cdb -f. (/db' -f- c''db'' = o. 

D'ailleurs on a (n'^ 230, tome P') 

cdb -h c' db' 4- c" db'' = pdt ; 

cosY'Z, = --cosZ'Y, ^pdt. 



donc 
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On trouverait des résultats semblables pour les autres an- 
gles ; ce qui nous donne 

CCS Y'Zi = — ces 2! Y, = pdt, 

COS Z' X, = — CCS X'Z, zzi qdtr 

cosX'Y, = -cosY'X,= rdt (*). 

Rien n'est donc plus facile, maintenant, que déformer 
les valeurs de u', t^', iv'; et l'on trouve, toutes réductions 
faites , 

, dq dr , , , » 

a' = z, -^ — j, -^ + ^ (/;j, — ^yar,) — . r (rar, — pz,}, 

(2) { c;' = ar, -^— z, -^ 4-r(7z, — rj,) — p (py, — qx,), 

HO. Équations du mouvement, — Si l'on désigne par 
Xi, Yi, Zi les composantes parallèles aux axes mobiles, 
de la force motrice appliquée à un point quelconque, le 
principe de d'Alembert fournira les trois équations sui- 
vantes . 

^Cri»'' — 2. f') dm = 2(/iZ, — z,Y,), 
2 ( «, a' — Xi (v') dm = 2 ( z, X| — ar, Z, ) , 

2 (a?! P' -rr-J, W'jrf/?? = 2 (X, Y| — 7lX|). 

Les sommes indiquées dans les premiers membres se rap- 
portent à la masse entière , et celles du second , aux forces 



(*) Onyoit, par ces formules, que les quantités pdt , qdty rdt, qui déter- 
minent l'axe instantané de rotation, et les composantes de la vitesse angu- 
laire, ont une autre signification géométrique remarquable. Elles représen- 
tent les cosinus des' angles que font deux à deux les directions des axes liés 
au corps, avec leur position infiniment voisine. Cette remarque a été faite 
pour la première fois, je pense, dans la première édition de cette Méca- 
nique. 
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extérieures qui peuvent être appliquées, tant à tous les 
points (lu corps qu'à certains points particuliers en nom- 
bre uni. Ces dernières peuvent être exprimées à chaque in- 
stant d'après les éléments qui déterminent la position du 
corps ^ ce sont donc des fonctions connues des angles f , (p, 6, 
et peut-être de t , dans le cas où les forces dépendraient 
du temps. 

Quant aux premiers membres , ils auront une expression 
extrêmement simple si Ton choisit les axes principaux 
d'inertie du corps pour les axes Xi, Yj , Zi . Alors les sommes 
S/iZjrfm, ZziJTi Jm, Jlxij-idm sont nulles^ et si Ton dé- 
signe par A , B , C les moments d'inertie du corps par rap- 
port aux axes respectifs des Xi, )'i, z,, et par L , M, N les 
fondions connues, qui sont les expressions des seconds 
membres , on aura les trois équations suivantes ; 

A^=:(B-C)7rH-L, 

(3) \^^ = [C--A)rjj-\-n, 

C J = tA-B.)/77-4-N. 

Ces trois équations, Jointes aux équations (3) , forment un 
système de six équations différentielles du premier ordre, 
qui déterminera les six fonctions yy, ^, r, y, ip, 9 en fonction 
de /. Les six constantes arbitraires se détermineront par les 
positions et les vitesses initiales. 

Propriétés diverses de ce mouvement dans le cas où il 
n existe pas de forces extérieures, 

m. application du principe des aires, — Lorsqu'un 
corps solide est en mouvement autour d'un point fixe , les 
vitesses dont tous ses points sont animés à une époque quel- 
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conque pourraient être produites à ce moment par des forces 
instantanées , agissant sur le corps en repos dans cette po- 
sition; et toutes ces forces, en vertu du point fixe, seraient 
réductibles à un couple. Ce couple est identique avec celui 
qui résulterait des quantités de mouvement qui animent les 
différents points du corps. Si l'on décompose l'un et l'autre 
de ces couples en trois autres dont les axes soient dirigés 
suivant trois droites rectangulaires fixes , les couples com- 
posants seront respectivement les mêmes. 

Or, le principe des aires apprend que , lorsqu'il n'y a pas 
de forces extérieures, les sommes des moments des quan- 
tités de mouvement, par rapport à trois axes fixes,* sont 
constantes, et donnent par conséquent un moment con- 
stant dont l'axe a une direction constante. Les forces in- 
stantanées qui produiraient à chaque instant sur le corps 
en repos, dans la position qu'il occupe à cet instant, les 
vitesses qui ont lieu, sont donc réductibles à un couple qui 
a toujours même axe et même moment. Cherchons à déter- 
miner cet axe et ce moment. , 

Considérons pour cela les quantités de mouvement de- 
composées à un instant quelconque suivant les axes princi- 
paux d'inertie sur lesquels se comptent les o^i, yi, -z^i. Les 
moments des couples auxquels elles donnent naissance 
auront pour exj^ressions 

substituant les valeurs de u^ v. w^ données par les équa- 
tions ( I ) , on trouvera 

/ 2 (j, w—- z, p) dm = A/7 , 
(4) <.l{Zi U-- XiW)(/m = Bqy 

\ 2 (j:, V — y^u)dm = C /■. 

Ces quantités ne sont pas constantes parce que les axrs^ 
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des Xi >'i Zi ne sont pas fixes ; mais la somme de leurs carrés 
est constante, puisque le moment résultant est constant: 
désignant la valeur de ce moment par A', on aura 

(5) \'p' — B^7=-+-C-r-'= X'. 

Lorsque l'on connaît lélat initial du corps, c'est-à-dire sa 
position initiale, et les vitesses initiales ou les forces instan- 
tanées qui les ont produites , on connaît les valeurs initiales 
de Ap, B^, Cr, et par suite de p^ q^ r. 

Si nous désignons par OR la direction de Taxe du couple 
résultant des quantités de mouvement^ on aura, pour dé- 
terminer cette direction par rapport aux axes mobiles , 

(6) cosKOXi = -^1 cosKOY, = --^, cosKOZ, = -r^» 

et, par rapport aux axes fixes, 

A ap -{-Bbg -i-Ccr 



ces KOX = 



A 



(7) \ ces KOY = ^ ' , 

A* 

cos KOZ ^ T— i • 

n 

Les numérateurs de ces expressions seront constants, puisque 
la direction de OK est fixe. 

Les formules (4) prouveraient, si on ne l'avait déjà 
démontré, que les cosinus des angles que Taxe instantané 
fait avec Xi, Yi, Zi sont respectivement de même signe que 

En effet, les composantes de la rotation instantanée 
suivant les directions des axes principaux d'inertie du 
corps , sont les rotations que produiraient les couples com- 
posants A/7, By, Qr\ elles sont donc de même signes que 
ces couples, et par conséquent que p, </, r. 
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112. application du principe des forces visfes. — On 
sait que le principe des forces vives ne cesse pas d'avoir lieu 
lorsque des points d'un système sont liés à des points fixes \ 
et que les forces qui proviennent de ces derniers points 
n'entrent pour rien dans le résultat. Dans le cas actuel , où 
les forces extérieures sont nulles, la somme de ces forces 
vives sera constante. Désignons par & sa valeur \ ce sera une 
constante connue, si on donne l'état initial du corps 5 pour 
la calculer, remarquons que le carré de la vitesse du point 
qui a pour coordonnées Xi, j"i, ^1, est 

— nqrjr^Zx — i2.rpzyXx — 7.pqxift. 

Multipliant par dm et intégrant dans toute l'étendue de la 
masse, on aura la somme h des forces vives à un instant 
quelconque 5 on trouvera ainsi 

(8) Ap'-hBq'-hCr'=z/t. 

On voit que si aux deux équations (5), (8) on joignait la 

condition que la vitesse angulaire \^p^-\- ^*-h r^ fût con- 
stante, on aurait entre p, q^ r trois équations qui les déter- 
mineraient si A , B et C sont inégaux; et l'axe de rotation 
serait fixe. Dans ce cas, les équations (3) exigent que deux 
des quantités p, ^, r soient nulles, puisque dp, dq^ dr^ 
L, M, N sont tous nuls. Le mouvement a donc lieu autour 
de Vun des axes principaux d'inertie , comme il était facile 
de le prévoir, 

113. Angle de Vaxe instantané et de l'axe du couple 
résultant. — Si Ton désigne par e l'angle de ces deux axes , 
on trouvera , d'après les valeurs des cosinus des angles qu'ils 
forment avec Xi , Yi , Zi , 
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ou 



à 

COS£ = -j 

A' 0> 



Celte équation donne 



û> CCS « = - î 

A" 



et démontre cette propriété remarquable, que la vitesse 
angulaire instantanée donne une composante constante 
par rapport à l'axe du couple résultant ^ qui est celui du 
maximum des aires, ou du plan mt^an'able, 

H 4. Position de l'axe instantané par rapport à VelUp- 
soïde central. — L'équation de l'ellipsoïde central étant 

les cosinus des angles que la normale au point quelconque 
^ifi Z\ fait avec les axes mobiles, sont proportionnels aoi 
quantités A Xi, Bj^,, Qz^, 

Mais les cosinus qui se rapportent à l'axe du couple ré- 
sultant sont proportionnels à Ap, By, Cr. Ces deux droi- 

tes se confondront donc si l'on a — = --' = - ? c'est-à-dire 

p q r 

si le rayon de l'ellipsoïde mené au point x^yx z^ se confond 
avec l'axe instantané de rotation \ d'où résulte cette propo- 
sition, qui se trouve, ainsi que la précédente, dans le Mé- 
moire de M. Poinsot sur la rotation des corps : 

Si Von mène à V ellipsoïde central un plan tangent 
parallèle au plan du couple résultant , le rayon mené au 
point de contact est l*axe instantané de rotation. 

115. Vitesse angulaire en fonction du rayon de r ellip- 
soïde. — Les coordonnées du pôle de rotation sur l'ellip- 
soïde central, c'est-à-dire du point ou cette surface est 
percée par l'axe instantané, étant proportionnelles ày?* y, r, 
on a les égalités suivantes , dans lesquelles R désigne la Ion- 
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gueur du rayon de rellipsoïde, et P la perpendiculaire 
abaissée du centre sur le plan tangent : 

•^1 y\ 2| 

"~ sIp^ -4- 7' -I- r* v^Ay^M-Bi/'-l-C/-* \/A'/?»H- B'^»+ CV* 

Les trois derniers membres fournissent les équations sui- 
vantes : 

On déduit de là plusieurs propositions importantes qui 
sont dues à M. Poinsot. 

L'équation o) = R y/Â fournit d'abord celle-ci : 

La vitesse angulaire est proportionnelle à la longueur 

du rayon de V ellipsoïde^ autour duquel a lieu la rotation 

instantanée. 

L'équation P=:~- prouve que la perpendiculaire abais- 

sée du point fixe sur le plan qui touche rdlipsoïde au pôle 
de rot^atîon, est constante. Or, ce plan est d'ailleurs paral- 
lèle au plan fixe du couple résultant; donc il est constant 
de position. D'où se déduit cette autre proposition : 

L'ellipsoïde central reste constammejit tangent au plan 
mené parallèlement à celui du couple résultant , à une 

distance égale à -y Son point de contact est le pôle de 

n 

rotation^ et, par conséquent y na aucun mouvement de 
glissement sur le plan fixe. 

Cette propriété donne une représentation géométrique 
très-nette de la marche suivie par le corps. 

H6. Courbe des pôles, — D'après ce qui vient d'être 
dit, si l'on conçoit un plan qui se meuve en restant tan- 
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gcnt à r ellipsoïde central et à une sphère concentrique 

ayant pour rayon — » le lieu de ces points de contact avec 

rellipsoïde sera la courbe des pôles •, elle sera symétrique 
par rapport à deux des plans principaux, et sera détermi- 
née par rapport aux axes principaux du corps par les deux 
équations 

A»^î4-B'rÎH-C»zî=-, 
d'où l'on tire la suivante : 
(9) A(^»— AA)x;-f-B(it' — BA)jî-hC(X-» — CA)z;=ro,- 

équation d'un cône du second degré ayant ses axes princi«> 
paux dans la même direction que ceux de l'ellipsoïde, et qui 
est le lieu des axes instantanés, relativement au corps. Pour 
reconnaître le sens de ses deux nappes , soient A le plus 
grand moment d'inertie, et C le plus petit. On trouvera 
facilement 

I^2_ A^ = B (B — A) <7» + C (C — A) r% 
.?•' — BA= C(C — B)r2-h A(A — B)/?% 
A' — C A = A (A — C)p' -+. B (B — C) q\ 

Ainsi l'on aura 

^»— AA<o et ^»— CA>o. 
On obtiendrait immédiatement ces deux inégalités en ob- 
servant que j^ est le carré de la distance du centre au plan 
tangent au point XijtZi de l'ellipsoïde^ d'où il résulte 

De sorte que les sections elliptiques du cône seront perpen- 
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diculaires à Taxe des x si l'on a 

^'— BA>o, 

et elles le seront à l'axe des z si Ton a 

/»— BA<o. 

Ces deux axes sont ceux du plus petit et du plus grand 
moment d'inertie du corps. 

Si B = C, le cône est de révolution autour de l'axe des x ; 
si B= A, il l'est autour de l'axe des z •, si A = B = C, p, ^, r 
sont constants d'après les équations, et le mouvement 
s'effectue autour d'un axe fixe. 

Si k* est égal à une des trois quantités A A, Bh, CA, le 
cône se réduit à un plan^ mais si A, B, C ne sont pas tous 
trois égaux, on a nécessairement 

X^'— A/*<o et X'— CA>o; 

donc c'est seulement A' — BA qui peut être nul, et dans ce 
cas le lieu des axes instantanés a pour équation 

jr;_ C(^^ — C^) _ C(B — C) 
z; ■" A {Ah — /•') ■" A (A — B)' 

C'est l'ensemble de deux plans passant par l'axe j^i qui est 
celui du moyen moment d'inertie \ ils coupent l'ellipsoïde 
suivant deux ellipses qui sont le lieu des pôles , et , par con- 
séquent, jouissent de la propriété que la distance du centre 
au plan tangent à l'ellipsoïde en un point quelconque de 
ces ellipses est constante; cette distance est évidemment la 
longueur du demi-axe moyen de l'ellipsoïde. 

Si A* — BA est positif, le cône entoure l'axe des x^ et 
l'équation (i6) donne 

g?; C(^«— CA) C(B — C) ^ 
«;^A(A/i — A»)^A(A — B)' 

II. 12 



1^8 GOUBS DE MÉCANIQUE. 

doue toutes les génératrices situées du côté des z« positifs 
sont au-dessous des deux ellipses précédentes. Si , au con- 
traire, Â' — B/i est négatif, elles sont au-dessus. De sorte 
que ces deux ellipses partagent Tellipsoïde en quatre fuseaux 
tels , que quand Taxe instantané se trouve , à une époque 
quelconque , dans l'intérieur de l'un d'eux , il y reste tou- 
jours et se meut autour de Taxe principal situé dans ce 
hième fuseau ] et s*il se trouve dans un des plans qui les sé- 
parent, il y reste constamment. 

On remarquera que s'il y a deux axes presque %aux, 
l'un des fuseaux devient très-étroit, et la courbe des p6les, 
tout en ayant une grande étendue dans son fuseau , pour- 
rait passer très-prés de l'extrémité du petit ou du grand 
axe ^ il n'y a donc pas toujours stabilité pour l'axe instan- 
tané lorsque dans Tétat initial il est très-voisin de Taxe 
principal du plus petit ou du plus grand, moment d'iner- 
tie ^ mais , s'il n'y a pas deux axes presque égaux , et que 
l'axe instantané soit très- voisin du plus petit ou du plus 
grand , il s'en éloignera très-peu dans tout le cours du 
mouvement. 

S'il est d'abord voisin de l'axe moyen , la courbe des 
pôles s'éloignera toujours considérablemnet de l'extrémité 
de cet axe , et la stabilité n'est plus démontrée. 11 faudrait 
pour cela que le pôle ne parcourût pas toute la courbe , et 
cela demande examen. 

La courbe des pôles étant tracée et la vitesse initiale de 
rotation étant connue, ainsi que l'axe instantané autour 
duquel elle a lieu , on peut se représenter facilement le 
mouvement indéfini du corps. En efiet, après un temps in- 
finiment petit, on saura de quel angle le corps aura tourné^ 
on saurait donc déterminer le point de la courbe des pôles 
qui devient le point de contact avec le plan fixe 5 on con- 
naîtrait donc le rayon de l'ellipsoïde, et, par suite, la nou- 
velle valeur de la vitesse de rotation^ on trouverait de 
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même la position et la vitesse après un autre inter- 
valle de temps infiniment petit, et ainsi de suite indéfini- 
ment. 

Il est facile de voir comment on pourrait déterminer la 
courbe formée sur le plan fixe par les positions succes- 
sives du pôle. Nous n'entrerons dans aucun détail à cet 
égard. 

117. Seconde représentation géométrique du mouise» 
ment du corps, — L'axe instantané de rotation décrit dans 
l'espace une surface conique qui a son centre au point 
fixe, et pour base la courbe tracée sur le plan fixe par le 
p6le. Admettons qu'elle soit connue : il est facile de voir 
qu'elle sera toujours tangente à la surface conique liée au 
corps et qui est le lieu des positions de l'axe instantané 
dans le corps. En effet , l'axe instantané sera à chaque in- 
stant sur ces deux surfaces; elles ont donc toujours une 
génératrice commune. Au bout d'un temps infiniment 
petit, une génératrice infiniment voisine, appartenant au 
cône mobile , vient coïncider avec une génératrice du cône 
fixe; et comme dans ce mouvement elle ne se déplace que 
d'infiniment petits du second ordre, il s'ensuit que si sur 
les deux cônes on prend, à partir de l'arête commune, 
deux arêtes correspondantes , distantes de la première de 
quantités infiniment petites du premier ordre , elles seront 
distantes l'une de l'autre de quantités du second ordre : 
d'où il résulte que les deux cônes sont tangents. D'ailleurs 
le cône mobile ne glisse pas sur l'autre, puisque l'arête de 
contact ^est l'axe instantané de rotation. Donc enfin le 
mouvement du corps peut être produit au moyen d'un 
cône du second degré lié ijwariablenient au corps ^ 
et ifui roule sur un autre cône dont la surface est e«- 
gendrée par une droite qui tourne indéfiniment en ondu- 
lant autour de Vaxe du couple résultant, 

12. 
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Ii8. Lieu des positions successii^es de Taxe du couple 
résultant dans l'intérieur du corps. — Si Fon désigne 
paroTi, ^1, Zi les coordonnées d'un point quelconque de 
l'axe de ce couple par rapport aux axes mobiles, on aura 
les équations 

Les équations (12) et (i5) conduisent à la suivante 

Éliminant-) -entre ces trois équations, on aura l'équa- 
tion de la surface cherchée, qui sera 

C'est un cône du second degré dont les sections perpendi- 
culaires à Taxe du plus petit , ou bien du plus grand mo- 
ntent d^inertie, sont des ellipses. 

Si B = C , il est de révolution autour de l'axe des x» Si 
A = B , il l'est autour de Taxe des z. 

Si A E=B = C, on a ft' = A A; les équations {20) et 
(21) sont identiques, et l'équation qu'on en avait tirée 
n^apprend plus rien; mais les deux précédentes devien- 
nent 

fi=r^ II — ? 

ce qui montre que l'axe du couple résultant et l'axe instan- 
tané de rotation se confondent. C'est ce que Ton aurait 
déduit aussi de la formule qui donne l'angle de ces deux 
directioiis. C'est le cas où le mouvement a lieu autour d'un 
axe invariable. 



^ ji 
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1 19. Formules diverses, — On peut obtenirdes relations 
utiles en identifiant les seconds membres des équations (4) 
avec les sommes des projections sur x^y^ Zj des quantités 
u^ i^j Wy données par les équations (5). En égalant de part 
et d'autre les coefficients de ^i 5 j^i, ^i ? on obtient les neuf 
équations suivantes : 

-=br^cq, —^br-^cq, — = br^cq, 

de d(/ , de" ,, ,„ 

-j^=aq-^bp, -^a'q^Vp, —=a"q^hp. 

On tire encore de ces équations les trois suivantes : 

pda 4- qdb 4- ^dc =0, 
pda! + qdb' 4- rdc' = o ^ 
pda"'\' qdb'' -h rdc"=i o. 

Calcul du cas particulier oii le corps nest sollicité par 
aucune force extérieure. 

iâO. S'il n'existe aucune force extérieure, on a 
L=o, M=:o, N = o, 
et les équations (10) se réduisent à 

A^ = (B-C)çr, 
(.9) {B^ = {C-A)rp, 

C j^={A-B)pq. 

Si l'on multiplie la première par p, la seconde par ^, la 
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troisième par r, et qu'on les ajoute, on obtient 

dp ^ dq ^ dr 
A « 4. 4- Ba — -f- Cr -- = o; 
^ dt - at dt 

d'où, en intégrant, 

(20) A/7»H-Bç»-|-Cr»=A, 

h désignant une constante arbitraire, qui, d'après ce que 
nous avons trouvé précédemment, est la somme des forces 
vives du système. 

On aura une autre intégrale en multipliant respective- 
ment les équations (19) par Kpy 6^, Cr et les ajoutant. En 
effet, on trouve d'abord 

dp ^. dq ^ dr 

d'où 

(21) A'/?'4-B»^'-f-C»r»=;iS 

h désignant une nouvelle constante arbitraire, qui est, 
comme nous l'avons vu , le moment du couple résultant des 
quantités de mouvement du système. Ces deux constantes 
A et /r, ainsi que les valeurs initiales de /?, ^, r, sont faciles 
à déduire des données initiales. En effet , la direction de 
l'axe du couple résultant et son moment sont connus, 
soit que Ton donne les forces instantanées qui produisent 
les vitesses initiales , soit qu'on donne ces vitesses mêmes. 
Ainsi d'abord h est connu; ses couples composants par 
rapport aux axes Xi, Yi, Zi, dont la position initiale est 
donnée , sont donc aussi connus \ et comme leurs moments 
sont respectivement A/9, B<7, Cr, il en résulte quep, q^ r 
sont connus en grandeur et en signe, au commencement 
du mouvement. Donc aussi, d'après l'équation (20), la 
constante h sera elle-même connue. 

Si l'on tire des équations (20) et (21) les valeurs de 



UEU&IEME PARTIE. DYNAMIQUE. l83 

p et ij en r, et quW les reporte dans la troisième équa- 
tion ((9)) on obtiendra une équation qui donnera t en 
fonction de /' au moyen d'une quadrature. Ou trouvera 
d'abord 



(22) 



^ '^ A(A — B) 

^__ i^»— A^4-C(A — Cjr' 
"^ ~" B(B — A) 



Quant aux signes qu'on devra prendre pour p^ g^ /', ils 
sont connus, dans l'état initial , d'après la position de l'axe 
du couple résultant relativement aux axes principaux , qui 
sont eux-mêmes connus à cet instant. Les cosinus des 
angles que fait Taxe de ce couple avec les trois directions 

étant —^9 -—-? — 5 les valeurs et les signes de p^ y, r sont 

A" K K. 

connus à cette époque. Les équations (19) donnent les dé- 
rivées de p^ q^ r en fonction de ces quantités \ elles conser- 
vent leur signe primitif tant que ;?, q^ r conservent le leur; 
et, par suite, ces dernières quantités varient toujours dans 
le même sens tant qu'aucune d'elles ne devient nidle. Si , 
par exemple, p passe par zéro, la première des équations ( 1 9) 

donnant la valeur de -^ à cet instant, apprend quel va être 

le signe de p immédiatement après , et l'on raisonnera de 
même toutes les fois quVne des trois quantités deviendra 
nulle \ on n'aura donc jamais d'incertitude sur les signes de 

Les valeurs de/9, q données par les équations (22), étant 
reportées dans la troisième équation (19), donnent, en sup- 
posant^ pour fixer les idées, que l'on doive prendre le même 
signe pour p elq^ 



(23) dt — 



sjk^^hh 4- C (B — C)/-' sikh — h' -f. C (G — A) r 
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L'intëgrale du second membre ne peut être obtenue géné^ 
paiement ; elle dépend des fonctions elliptiques. Elle devient 
intégrable si deux des trois quantités A , B , C sont ^ales, 
ou si h* est égal à une des trois suivantes A A, 6A, CA, et 
nous avons vu que ce ne peut être qu'à la moyenne. 

En supposant qu'on ait intégré l'équation ( 23), on aura t 
en fonction de r, et la constante sera déterminée par la va- 
leur initiale de r; on eu conclura r en fonction de t, ainsi 
que p et (f^ d'après les équations (22). 

Il ne reste donc plus , pour avoir la solution complète da 
problème, qu'à connaître les angles f 9 9» ^ au moyen de 
p^g^r] et nous avons pour cela les trois équations suivantes, 
qui se déduisent des formules du n^ 228 , tome 1^^ : 

0= coscp-r- + sinq>smO-p-9 

(24) W ^= — sin <j)— -V cosçsinô-r^-ï 

^ dit do 
de dt 

On pourra encore faire usage des formules (i3) , dont une 
rentre dans les deux autres. 

Mais 9 pour plus de simplicité, il conviendra de prendre 
Taxe du couple résultant pour un des axes de coordonnées, 
par exemple pour axe des z. 

Les premiers membres des équations (i3) ne sont alors 
autre cbose que a'', i'', c'', et, d'après les valeurs de ces 
dernières en fonction de ç , , ip , données dans les prélimi- 
naires, ces équations deviennent 

(25) --^ = sm0sm<p, -~-=:smôcosy, -j-=cos0. 

Ces équations déterminent donc cos 9 et tang (f en fonction 
dep, Çj r, et par suite de t. Ces lignes trigonométriques 
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kant connues à chaque instant, sans ambiguïté de signe ^ 
les angles eux-mêmes , qui varient d'une manière continue, 
seront complètement déterminés. Il ne reste donc plus 
(ju'à connaître Tangle ^ , et pour cela , on fera usage des 

dû 

équations (24)* En éliminant — des deux premières, on 
obtient 

psitiff -{-q CCS f = sm 6 -~ 5 



ou 



A/7» 4- B 7» . ^d^ 
h sm 9 dt 



doù 



ou 



A/,'H-B^«=/sin'ô2==>t^i-^')^==^-C/- 
on tire de là 

Si l'on remet maintenant pour dt sa valeur donnée par 
Téquation (28) , on aura', sans ambiguïté de signes , d'après 
les discussions précédentes , la valeur de d^ en fonction de 
ret é/r. L'angle (p sera donc connu en fonction de r et par 
suite de f , par une intégration qui se réduit aux fonctions 
elliptiques, et pourra être effectuée exactement dans les 
mêmes cas que celle qui se rapporte à dt. La constante se 
déterminera par les valeurs initiales de (p et r. 

Cas particulier où A = B. 
' 121. Dans ce cas, les équations (ig) se réduisent à 

— - = 0, dou rzz: n. 
dt ' ' 



l86 COUAS UE MÉCANIQUE. 

n étant une constante déterminée par l'état initial , et 



{«) 


dp A-C 
^r= A ^'^' 


(6) 


dq C~A 
^.= A ''P' 


d'où l'on tire 






dp dq 



et, par suite, 

^> -h y» = /w% 

m' étant une constante arbitraire. 

On voit donc que la vitesse angulaire sera constante, 
quoique p et </ ne le soient pas ; elle aura pour valeur 

Les équations (âo), (ai ) auraient donné les mêmes résul- 
tats. Pour avoir p en fonction de f, on éliminera q «atre 
les équations (a), (6), en différentiant la première et} 

remettant pour -^ sa valeur tirée de la seconde. 
On trouve ainsi, en posant — r — = (x, 

A. 
d'p 

d'où 

/? = M sîn (fA /ir H- 1 ) , 

M et 6 étant des constantes arbitraires^ on aura, par 
suite, 

^ = 7- =: M ces (a/îf -f- « ); 
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et comme p* -f- ^* = m* , on aura 

En considérant donc comme susceptible d'un signe quel- 
conque la constante arbitraire m, on aura pour p^ q les 
valeurs suivantes : 

(7) j9 =m sin(fji/if + 8)9 ^ = wicos(f*/îf -f-fi); 

pour déterminer les constantes m, e, soient p^ , q^ les va- 
leurs initiales de/9 et q^ nous aurons 

/?• = m sin e , q^=zm ces e, /?» = ± ^/>J H- ^ J . 

L'angle e sera déterminé quand on aura choisi le signe de 
m y puisque l'on connaîtra son sinus et son cosinus. Le 
changement de signe de m ferait seulement varier e de 
180 degrés ; ainsi on sera libre de prendre pour m le 
signe que Ton voudra; nous choisirons, par exemple, 

Cherchons maintenant les angles f, ^, 0, 
Les équations (25) donnent 

cosO=— > tang f = -= tang (fA/zr+ e)- 

Deux arcs qui ont même tangente ne peuvent différer que 
par un nombre entier de demi-circonférences. Donc (f et 
fxnt -H e ne diâerent que d'un multiple de tt qu'on peut choi^ 
sir arbitrairement. Introduisant de préférence la valeur 
initiale f de 9 , on aura évidemment 

L'équation (26) devient 

^(A — C/ï»)- X- 
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et donne 

^9 étant la valeur initiale connue de ^. 

La valeur constante de cos nous apprend que l'axe de 
révolution de Fellipsoïde central décrit un cône de révo- 
lution autour de Taxe fixe du couple résultant, et que, 
par conséquent , le plan de Féquateur conserve une incli- 
naison constante sur celui du couple résultant. 

La valeujr de ^ montre que la trace de Téquateur de 
cet ellipsoïde sur le plan fixe du couple résultant se méat 
uniformément, et que par conséquent l'axe de révolution 
décrit aussi uniformément sa surface conique. La valeur 
de Q prouve qu'un rayon déterminé quelconque de l'éijiia- 
teur se meut uniformément par rapport à la trace va- 
riable de l'équateur sur le plan du couple résultant. Mais 
la vitesse angulaire de ce mouvement, qui est |X7», ne 
doitpas être confondue avec la vitesse angulaire du corps^ 
qui est ^/w* -h «'. 

Enfin Taxe instantané fait avec Taxe des Zi un angle 

constant, puisque son cosinus est -==•,-, il trace donc 

y in' -+• n 

un cercle sur l'ellipsoïde de révolution. 

On remarquera , de plus, que Vaxe instantané, l'axe 
de révolution et Vaxe du couple résultant sont conr 
stamment dans un même plan. Il suffit de prouver pour 
cela que les cosinus des angles que l'axe instantané et 
l'axe du couple résultant font avec les axes des Xi et 
y 1 , sont proportionnels ^ car alors ils seront dans un 
plan passant par l'axe des Z|, qui est l'axe de figure. 

Or le rapport des deux premiers cosinus est - \ le rapport 
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a" 
des deux autres est t7,î et, d'après les équations (îS), il 

An n 

est égal à ^ou -> comme il fallait le démontrer. 

Cas particulier où A^ = BA. 

132. Nous avons vu que, dans ce cas, le lieu des axes 
instantanés ne pouvait être que Tune des deux ellipses 
dont les plans sont représentés par Féquation 

g?; _ B — C C 
zJ~A — b'Â' 

tirant des équations (20), (21) les valeurs de ;? et r en 
fonction de q^ on trouve 

'^ ~~ BA(C — A) * BC(G — A) ' 

équations qui montrent que Ton aura toujours 



^'-B'ç»>o, ou q'<:^,h 



on en conclura 



dq _1 /( C^B)(B^rA) dq 

dt ^ By AG {k^^B'q^y 

d'où, en supposant €/^ positif , 

_ B'V^ dq 

' "■ ^/(C — B)(B— A) ^' — BVy'* 

En posant 



^_ 2^S^(C~B)(B-A) _„ 

5-"' iTIê -~^' 



igo coums dk mécuniqub. 

on trouve, en désignant par a une constante arbitraire, 





1 Wi -4-flF 


d'où l'on tire 






fit 
ff ^~~ fit _^-_^-_ ■ 




ae*^ •+■ I 



Si Ton désigne par g^ la valeur initiale de q^ on aura 

'"(a— 1, ^ m -h q. 

a -f- I m -^ Ç0 

et, par suite, 

(/w 4- ^.) ef^^ -{' q. — m 
q =: m iJ 1 . 

(m 4- ^O^'^'-hut — ^, 

Au moyen de cette valeur de ^ , on connaîtra p eXrm 
fonction de t. 

Les équations ( 25) feront donc connaître 9 et f au moyen 
de t. L'équation (26) donnera, en remettant pour rsa 
valeur en fonction de q^ 

ce qui s'intégrera sans peine en substituant la valeur de f 
en t. A mesure que t croit indéfiniment, q tend vers la li- 
mite m ou -î et par conséquent ;? et r vers zéro. L'axe in- 
stantané de rotation tend donc alors vers le prolongement ' 
de Taxe moyen de rellipsoïde , sur lequel sont comptés les ; 
yi positifs. On a donc ici, comme Fa annoncé M. Poinsoti 
le cas remarquable , où Taxe instantané étant pris df abord 
très-près de Taxe du moment moyen , ne s'en écarterait 
jamais que très-peu, et même s'en rapprocherait indéfini- 
ment. 
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Mais il faut faire une observation importante. La valeur 

limite de ^ est + ^ lorsque le signe de dq est positif comme 

nous Pavons supposé ^ cela exigeait que p et r eussent des 
valeurs initiales de même signe, et alors ces signes se con- 
servaient parce que z? ou r ne peuvent devenir nuls que si 
^* devient égal à m', ce qui n'arrivera que pour f = oo . Si , 
au contraire ^petr avaient été donnés de signes contraires 
Sans l'état initial, on aurait pris pour la valeur de dq le 
signe contraire à celui qu'on a pris , ce qui revient à chan- 
ger fji en — fi dans le résultat. On trouverait alors — m 
pour limite deq-^ de sorte que Taxe instantané tendra vers 
l'un ou l'autre des deux sens opposés de l'axe moyen de 
l'ellipsoïde, suivant que;> et r seront donnés de mêmes 
signes ou de signes contraires dans la position initiale, ou, 
en d'autres termes, suivant que Taxe instantané , dans sa 
position initiale, fera, avec les axes des Xt et des z^ positifs, 
des angles à la fois aigus ou obtus, ou bien l'un aigu et 
l'autre obtus. 

< 
Du double mouvement d'un corps solide libre. 

123. Lorsqu'un corps solide se meut dans l'espace, en 
vertu d'impulsions primitives et de forces continues quel- 
conques, on peut considérer son mouvement, pendant 
chaque intervalle de temps infiniment petit, comme com- 
posé d'un mouvement de translation et d'un mouvement de 
rotation. 

Pour cela, on prendra l'un quelconque des points de ce 
corps, et à chaque instant on donnera au système un mou- 
vemeht, par lequel chaque point décrira une droite infi- 
niment petite, égale et parallèle à celle que doit décrire, 
pendant cet intervalle de temps , le point particulier que 
Ton considère j puis on supposera ce point immobile, et 



l'oQ t'en CrT-arEier le o>f ps . jaHpi'â c« qoe chaque point ait 
pris II p»:«i:: on qz:*II ie^iic occuper à la fin de ce même in- 
terriîle. 

Le p:>:n: ion: le zsxfavement rvsle à cluujue instant k 
moarement de irinslidon da système, pent être pris arln- 
trairement . poorra qa'îl j soit lié înTariablement; nuis il 
T a beaacoGp d'airmlaze. comme nous allons le Toir, i 
choisir le centre de fravïtê da corps. 

En eaet . nous jlvoqs démontré que ce point se ment delà 
même minière qne «î tonte la masse dn corps s^ tronTsit 
réunie et que tontes Ie< lorces qui a^ssent y fussent ap- 
pliquées. On connaîtra donc immédiatement la direction et 
la grandeur de la vitesse initiale qu'il prendra en vertu dei 
impulsions données. 

Pour achever de connaître le mouvement initial, conoe- 
Tons toutes les forces données réduites à une force appliquée 
au centre de gravité et un couple. Nous pourrons, comiM 
nous Tavons démontré n? -II. déterminer les deux mouve- 
ments qui auraient lieu séparément par Faction de cette 
force, puis du couple: en composant ces deux mouvements 
pour chaque point , on aura le mouvement résultant de Tac- 
tion simultanée de toutes les forces. 

Or la force résultante appliquée au centre de gravité peut 
être décomposée en forces égales appliquées à tous les âé* 
ments ^aux de la masse du corps . et, par conséquent, elle 
donne une vitesse ^ale et parallèle à tous les points; il en 
résidte donc un mouvement commun de translation. 

Quant au couple , il ne peut produire aucun déplacement 
du centre de gravité, puisque ses deux forces transportées 
à ce point se détruisent : le mouvement qull produit ne 
sera donc pas altéré en fixant invariablement le centre de 
gravité. Mais alors on peut introduire la force résultante, 
qui sera détruite par le point fixe, et Ton aura ainsi le sysr 
time de toutes les forces données. D*où Ton voit que le mou- 
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vcment de rotation que nous considérons , peut être regardé 
comme produit par les forces d'impulsion , agissant en leurs 
points d'application respectifs sur le corps dont nous aurons 
fixé le centre de gravité. 

Nous pouvons donc énoncer cette première proposition : 

Les vitesses que prennent instantanément les différents 
points d'un corps solide libre, peuvent être considérées 
comme les résultantes de celles qui se rapporteraient à 
deux moui^ements distincts : l'un de translation, produit 
par les forces d'impulsion transportées parallèlement à 
elles-mêmes au centre de gratuité; l'autre de rotation, 
produit par. le système même des forces données agissant 
sur le corps dont le centre de grauifé aurait été invaria- 
hlementfixé. 

Au moyen de cette proposition, le mouvement initial 
du corps est entièrement connu, puisque l'on sait déter- 
miner celui d'un corps autour d'un point fixe. Quant à ce 
qu'il deviendra par la suite, nous savons que le centre de 
gravité se mouvra de la même manière que si toute la masse 
jetait réunie, et que toutes les forces continues y fussent 
transportées, sans changer de grandeur et de direction. Mais 
ces forces , dépendant , en général , de la position des points, 
M trouvent, par cela même, dépendantes du mouvement 
de rotation; de sorte que Ton ne peut calculer séparément 
le mouvement du centre de gravité du corps, excepté dans 
le cas particulier où les forces auraient des directions et des 
intensités constantes, comme par exemple dans le cas de la 
pesanteur. 

Au reste, on peut toujours établir la même proposition 

relativement aux forces continues, que relativement aux 

forces ii^stantanées. En effet, considérons le corps à un ins- 

tant quelconque : on peut supposeï* qu'il part du repos et 

qu'il est sollicité, d'un coté, par des forces instantanées qui 

donneraient à chaque point la vitesse qu'il a*, d'un aulre 

II. î3 



f 
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c ôuî, par los forces continues qui ne peuvent produire qne 
(les vitesses infiniment petites dans un intervalle de temps 
infiniment petit, et que Ton peut regarder comme de» 
forces instantanées agissant au commencement de cIiaqiK 
intervalle de temps infiniment petit. Or, diaprés le principe 
que nous avons rappelé , on peut déterminer séparément les 
vitesses produites par ces deux systèmes, et les composer 
ensuite. Le premier produira reflet qui avarit réellement 
lieu «1 Tinstant considéré; le second est identique avec celui 
que nous avons discuté d'abord, et , par conséquent , il pro- 
duira une vitesse de translation infiniment petite, due à 
toutes les forces continues transportées parallèlement i 
elles-mêmes au centre de gravité, et un mouvement de ro- 
tation autour du centre de gravité rendu fixe, produit par 
toutes ces forces dans leur véritable position. 

Ainsi donc , si Ton conçoit par le centre de gravité du 
corps trois axes rectangulaires qui se meui^ent parallèle* 
ment à eux-mêmes, leur point de rencontre se mourra 
comme si toute la masse du corps y était réunie, et que 
toutes les forces instantanées ou continues y jussent ap'- 
pliquées; et le moui^ement du corps , par rapport à ces 
axes, sera le même que si leur point de rencontre étaâ in-* 
variablement fixé et que toutes les forces qui sollicitent - 
les différents points dans le mouvement réel fussent ap^ 
pliquées de la même manière à ces mêmes points. 

12i. j4 pplication à V ellipsoïde pesant, — Supposons 
qu'un ellipsoïde homc^cne reçoive une impulsion dont la di- 
rection soit comprise dans le plan de deux de ses axes prin- 
cipaux relatifs à son centre de gravité, et soit ensuite aban- 
donné à Faction de la pesanteur. Désignons par |xt^ la i 
quantité de mouvement qui mesure la force instantanée , 
par y la distance de cette force au centre , par A et c les dew 
demi -axes qui sont dans le plan de la force , et par a le troi" 
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^ième; enfin par M la masse de l'ellipsoïde, et par V la vi- 
tesse initiale de son centre de gravité. 

Le centre de gravité, qui est le centre de rellipsoïde , de- 
vant se mouvoir comme si la masse M y était concentrée, et 
fiât sollicitée, au premier instant par la force fxp', puis par 
son poids, ce point prendra d'abord, dans une direction 
parallèle à celle de Pimpulsion , une vitesse dont la valeur 
sera 

M 

et il décrira une parabole tangente à cette direction ini- 
tiale, et dont TéqUation se calculera comme dans le cas 
d'un point libre. Pour connaître son mouvement par rap- 
{>ort à trois axes passant par son centre et parallèles à des 
directions fixes , il faut supposer qiie le centre soit fixe et 
que la force d'impulsion ainsi que la pesanteur agissent sur 
l'ellipsoïde ainsi assujetti. Maiâ on peut faire abstraction 
de la pesanteur, puisque le centre de gravité est fixe, et il 
suffit de déterminer la rotation pt*odùite par l'impulsion. 
Cette force étant située dans un plan perpendiculaire à une 
droite, qili est un axe principal relativement au poiiit où 
elle est coupée par ce plan , et de plus ce point étant fixe, 
il s^ensuit qtie le mouvement aura lieu indéfiniment autour 
de cet axe. La vitesse angulaire oo s'obtiendra en divisant 
le moment [li^f de la force par le moment d'inertie du 
corps par rapport à l'axe fixe ; on aura donc 

ou, en introduisant la vitesse initiale' V du centre de gra- 
vité, 

5V/ 



b'-^ c* 



i3. 
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On voit (lune que Taxe de rota lion se transporte parallèle*' 
ment à lui-même, et que le corps tourne uniformément a» 
tour de cette droite, que ron pourra déterminer à chaque 
instant, puisqu'on connaît le mouvement du centre de gra- 
vité qui en est le milieu. On déterminera donc facilement 
la position de tous les points de Tellipsoïde i un instant 
quelconque^ 

Dans le cas où il serait réduit à une sphère pleine on 
creuse , homogène ou seulement formée de couches homo- 
gènes , tout diamètre serait un axe principal ; le mouvement 
de rotation aurait lieu autour de celui qui serait perpendi- 
culaire au plan mené paï* le centre et la direction de la 
force d'impulsion , et la direction de cet àxe serait coùsCam- 
ment parallèle à elle-même. 

Le mouvement de rotation de cette sphère ne serait pdï 
altéré si tous les points étaient attirés vers d'autres points 
par des forces proportionnelles aux niasses et à une fonc" 
tion de la distance, parce que la résultante des actions 
exercées par tin point quelconque sur la masse entière de 
la sphère passerait par son centre de gravité. Mais si le 
corps était tant soit peu différent d'une sphère, il n'en 
serait plus ainsi, et c'est ce qui arrite par exemple dans 
le cas de la terre. 

CHAPITRE XXII. 

SUR LA STABILITÉ ÛÉ L'ÉQUILIBRE D'uN StSTÈME DE 

POINTS. 

125. Lorsqu'un système de points est en équilibre, et 
qu'on le déplace infiniment peu , d'une manière quelcon- 
que , en l'abandonnant ensuite à l'action des mêmes forces, 
il arrive de deux choses l'une : ou les déplacements succcS" 
»ifs de chaque point par rapport à sa position d'équilibre 
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restent toujours très-petits; ou ils peuvent acquérir, au 
bout d'un certain temps , des valeurs finies. On dit, dans le 
premier cas, que Téquilibre est stable; et, dans le second , 
quMl est instable. 

Cela pose, considérons l'équilibre d'un système de points 
assujettis à des liaisons quelconques indépendantes du 
temps , et telles que ^ (ILdx -^-Y djr -\-' Zdz) soit la diffé- 
rentielle exacte d'une fonction (f (x^y^ z, a;',...). 

Nous savons que, dans la position d'équilibre, cette 
(onction sera , en général , maximum ou minimum relati- 
vement à toutes les variables indépendantes. Or nous al- 
lons démontrer que , quand elle est maximum , l'équilibre 
est stable. 

Supposons, en effet, Un système de points en équilibre , 
sous Taction de forces X, Y, Z, X^,..., telles, que l'exprès* 
sion 

'S,(Xda:'\'Ydf-\-Zdz) 

soit la différentielle totale d'une certaine fonction 
(f (or, /, s, .t',...) en considérant les variables x, y, 5,\3t',... 
coDOune indépendantes. En vertu du principe des vitesses 
virtuelles , la différentielle de la fonction (f sera nulle pour 
tous les déplacements infiniment petits du système, qui sa- 
tisferont aux liaisons auxquelles il est assujetti. Supposons 
qu'alors cette fonction (f soit un maximum relativement à 
toutes les valeurs qu'elle prend dans ces divers déplace- 
ments. Désignons par a, 2^, c, a',.-- l^s valeurs de x, j^, z ^ 
x^,..., dans la position d'équilibre*, déplaçons chacun des 
points de quantités extrêmement petites, et communiquons- 
leur des vitesses très-petites 5 il s'agit de démontrer que le 
dérangement du système restera toujours très-petit , et que, 
par conséquent, l'équilibre sera stable. 
En effet, posons 

jp = a-r/k, / = ô-î-^, 3 = c-h/, J?' == a' -f- ^', etc., 
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et désignons par (^o? ^'o v ^^s vitesses très-petites que Ton a 
communiquées aux différents points^ Téquation des forces 
vives deviendra 

j — <p(a-f-Ao, ^4-^0, c 4- /«,...), 

ho, /to , /o v • représentant 1^ déplacements primitifs très-^ 
petits, estimés parallèlement aux axes. 

Or, puisque la fonction (f (j:, /, z, x\,..) est maximum, 
lorsque x^ y^ z,,.. ont les valeurs a, 2^, c,..., les termes 
du premier degré en A, Ar, /,... disparaissent dans le déve- 
loppement de y (a 4- A, i 4- /f, c 4- 'v)5 ®^ ^®* termes 
du second ordre , changés de signe , peuvent se mettre sous 
la forme d'une somnie de carrés de quantités dont chaque 
terme renferme, au preniier degré, Fune des qufintités A, 
Ar, /,..., et qui sont en nombre égal à celui des variables 
indépendantes. Si Ton désigne ces diverses quantités pari, 
5', 5",..., et par R Tensemble des termes de degrés supé? 
rieurs au second , on aura 

= ç («, b, c, . . .) — {f 4- J?" + *"* -h ...)-+- R» 

^t, de même, 

«ï>(a4-Ao, b-i-Aoy c4-/o,. ..) 

=?(«, *, <^?.-.)— (*;-!- *Vh-C4- ...) + R«-. 

L'équation (i) devient donc 

4- ( ^ î 4- ^? + *? 4- . . . ) -H R — K« ; 
0.U, en représentant p^r c la quantité très-petite 

^ 2//ip; 4- ^; 4- i'o' 4- ^v + . . . -- R«, 

(î^) J- 2 wv' = c — (.y' 4- J['' 4- s''' 4^ . . .) 4- R. 
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Les quantités A, Ar, /, A',... ne sont pas toutes indépen- 
dantes , et Ton pourrait en éliminer un certain nombre au 
moyen des équations qui expriment les liaisons du système. 
Celles qui resteraient entreraient au premier degré dans 
les divers termes des quantités 5, 5', 5",... dont le nombre 
est le même que celui de ces variables indépendantes. Il suit 
de là que si ces dernières ont des valeurs très-petites, il en 
sera de même de 5, 5', 5'',..., et réciproquement. Il suffit 
donc de démontrer que 5, s\ 5'',. . resteront constamment 
très-petites pour qu'il en résulte que les déplacements des 
points du système restent eux-mêmes très-petits , et que , 
par conséquent, Féquilibre est stable. 

Or, le premier membre de Téquation (2) étant essen- 
tiellement positif, il en sera constamment de même du se- 
cond^ et il est facile d'eu conclure que chacune des quan- 
tités 5', 5'*,... restera toujours inférieure à c. En efl'et, 
d'après la valeur de c, chacune des quantités 5', 5'*,... est 
d'abord moindre que c celles varient ensuite d'une ma- 
nière continue. Supposons qu'il puisse arriver alors que 
l'une d'elles, par exemple 5', devienne égale à c, et ce seia 
la plus grande de toutes; elle sera encore très-petite, et il 
en sera de même, à plus forte raison, de toutes les autres. 
Donc A, Ar, /,... seront aussi très-petits, et la quantité R 
sera incompai*ablemeut moindre que chacune des quan- 
tités 5', 5",.... Donc l'hypothèse s^ = c conduirait à ce 
résultat absurde, que le second membre de l'équation (2) 
serait négatif. Les quantités 5, s\ s"^,., restant donc tou- 
jours inférieures à ^c, et, par conséquent, très-petites, il 
en sera de même des déplacements A, A, /,.••» et lV<jrm- 
libre sera stable. 

Lorsque la fonction ^ (x ^ y^ z, x',.*-) est un mini-^ 
oium, on ne peut faire des raisonnements analogues pour 
démontrer l'instabilité de l'équilibre, et il faut examiner 
spécialement chaque cas particulier. 
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CHAPITRE XXIIL 

CALCUL DK l'EFFKT DES MACHINES. 

120. Les machines ne sont généralement utiles que lora- 
qu\;lles sont en mouvement, et, dans ce cas, elles ont pour 
objet de surmonter certaines résistances et de faire mouvoir 
leurs points d'application de telle sorte, que leurs déplace^ 
ments, estimés suivant la direction de ces forces qu'il faut 
vaincre, soient en sens contraire de leur action ; on donne 
à ces forces le nom de forces résistantes. Celles que l'on 
emploie pour produire le mouvement, se nomment ^bucei 
moui^antes. 

Le plus ordinairement, une machine n'est susceptible de 
prendre que deux mouvements différents, opposés l'un i 
l'autre, et dans lesquels la position d'un seul point déter* 
mine celle de tous les autres. Une seule équation suffit donc 
pour déterminer la loi de ce mouvement, dès qu'on connaît 
le sens dans lequel il a lieu; et la plus commode à employer 
est celle des forces vives. Cette équation est 

(i) I 2//iP' — ^ ^Lmv] =fl(XdX'h Ydf -h Ziiz), 

les sommes S du pi^emier membre s'étendant à tous les 
points du système, et la somme £ du second se rapportant 
à toutes les forces, soit mouvantes, soit résistantes, qui y 
sont appliquées. L'intégrale du second membre est prise 
entre deux limites quelconques, et i'o et i^ sont les vitesses 
4u point doi^t la masse est m, relativement à ces limites. 

Les forces dopt les composantes sont X, Y, Z se partar 
gcnt naturellement en deux classes. Désignons par P Tunç 
quelconque des forces mouvantes , et par dp le déplacement 
infiniment petit de son point d'application, estimé dans Iç 
ç.eqs de cette, force*, XPdp sera la partie de 
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correspoudante aux forces mouvantes. Soient de même Q 
Tune quelconque des forces résistantes, et dq le déplace- 
ment de son point d'application estimé dans le sens de 
cette force et abstraction faite de tout signe ; la partie cor- 
respondante aux forces résistantes sera — ^Qdq, et Vé^ 
quation (i) pourra se mettre sous la forme 

127. Toute force peut être remplacée par un poids sus- 
pendu par un fil dont une extrémité sera fixée au point 
d^application de la force, et dont la direction, à partir de 
ce point, coïncidera avec celle de cette force, par le moyen 
d^une poulie de renvoi. Si Ton fait cette substitution à 
la force P, lorsque la machine se déplacera infiniment peu , 
le poids égal à P descendra de la quantité dp qui désigne 
la projection du déplacement de l'extrémité du fil sur la 
diireetion de ce fil. Si Ton agit de même pour une quel- 
conque des forces Q, dq exprimera la quantité dont s'élè- 
vera le poids égal à Q pendant que le poids P s'est abaissé 
de dp. 

Ainsi, en supposant d'abord toutes les forces constantes, 
l'équation (2) exprime que Taccroissement de la demi-somme 
des forces vives du système entre deux époques quelconques 
est égale à la somme des produits des premiers poids par 
les hauteurs respectives dont ils se sont abaissés, moins la 
somme des produits des seconds poids par les hauteurs dont 
ils se sont éleyés. 

Nous désignerons, avec M. Coriolis, par quantité de 
trai^ail le produit d'un poids par la hauteur dont il a été 
élevé ou abaissé, et, généralement, le produit d'une force 
quelconque par la projection du déplacement de son point 
4'application sur la direction de cette force. Si' la force 
varie d'intensité, on décompose le mouvement en parties 
iafiniment petites, les quantités de travail élémentaires 
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qui leur corrcs[)oiidcnt dépendoiit de la loi que suit la va- 
riation de la force, el rinlégraie qui en exprime la sonune 
est la quantité de travail relative au déplacement du point 
d^application de cette force. 

Si Ton désigne par travail moteur celui qui se rapporte 
aux forces mouvantes , et par trai^ail résistant celui qui se 
rapporte aux forces résistantes, Féquation (2) exprime que, 
quand le système passe d^uue position à une autre, l'ac- 
croissement de la demi-somme des forces vives est égal à 
r excès du travail moteur sur le travail résistant. 

128. Si Ton considère la machine à partir de Tinstanl 
où elle était en repos, on a t^o = o, et Téquation (2) de* 
vient 

le second membre est donc toujours positif, et, par consé- 
quent, le travail moteur surpasse toujours le travail résis- 
tant. Ils seront égaux lorsque la ipachine reviendra au re- 
pos. Si le mouvement de la machine devient uniforme, ce 
qui est ordinairement le plus avantageux , et qu'on ne le 
considère qu'après que l'uniformité est établie, le premier 
membre de Féquation (2) est nul, et, par conséquent , le 
second Test aussi : d'où l'on conclut que, dans un inter* 
valle de temps quelconque , le travail moteur est ^al au 
travail résistant. Mais, comme ce dernier se compose du 
travail que l'on avait eu vue de produire et qu'on nomme 
|e traitait utile ^ plus Je travail correspondant aux frotte- 
ments, aux résistances des milieux, à la communication 
du mouvement aux corps environnants, etc., il en résulte 
que dans toute machine on est obligé de dépenser plus de 
travail que l'on n'en produit. La meilleure n'est que celle 
où l'on en perd le moins, et Tavaniagc des macliiues en 
mouvement n'est que de transformer le travail , mais non 
de l'augmenter. 
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Lorsque les vitesses sont devenues constantes, il doit y 
avoir équilibre entre toutes les forces, et, en effet, Téqua- 
Ûon 

donne, en la différentiant, 

ZPfl^ — 2Qr/çr =0, 

équation qui sera satisfaite si le système, quel qu'il soit, 
est en équilibre ; et qui en est la condition suffisante , s'il 
(est h liaison complète. 

129. Lorsqu'on veut évaluer le travail correspondant au 
frottement d'un corps en mouvement , et que le contact n'a 
pas lieu en un point constant de ce corps , il ne faut pas re- 
garder la force de frottement comme appliquée au point où 
le contact s'opère , ^t prendre la distance de deux points de 
contact consécutifs comme l'espace parcouru par le point 
d'application de la force. Il faut, pour faire usage du prin- 
cipe des forces vives , que les forces soient appliquées aux 
mêmes points matériels pendant ce temps très-court relatif 
^ux déplacements dx, dy^ dz. Or, la force de frottement 
étant tangente au corps , peut être considérée comme ap^ 
pliquée au même point de ce corps , pendant un temps très- 
court, en négligeant une distance infiniment petite du se- 
cond ordre. On devra donc prendre, dans l'évaluation du 
travail élémentaire dû à un frottement, le produit de l£^ 
force de frottement par la projection du déplacement, dan3 
l'espace, du point du çorp« qui était au contact à Tinstanf 
que l'on considère. 

130. S'il y a des chocs entre certaines parties de la ma-, 
pbine, que nous supposerons que l'on puisse regarder 
pomme sensiblement dénuées d'élasticité, il y aura instanta- 
nément une perte de force vive, représentée par la somme 
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(les forcCvS vives dues aux vitesses perdues par tous les points 
du système. Si Ton représente par ii celte vitesse pour la 
masse quelconque m, les intégrales du second membre de 
Téquation (2) n'ayant pas varié sensiblement pendant la 
durée du choc , on aura , en désignant par i^ la vitesse de 
la masse m après le choc, 

de sorte que, pour maintenir les vitesses p» à des valeurs dé- 
terminées, on sera obligé de dépenser une quantité de tra- 
vail plus grande de \ ^mu^ : il est donc utile d'éviter les 
chocs autant que possible. 

131. Lorsque le mouvement de la machine n'est pas 
uniforme, il faut du moins qu il soit périodique. Dans ce 
cas, si les intégrales qui entrent dans l'équation (2) se rap- 
portent à un nombre entier de périodes, on a i/ = i^q, et, 
par conséquent, le travail moteur est égal au travail résis- 
tant, comme si le mouvement était uniforme^ et, récipro- 
quement, si ces deux quantités de travail sont les mêmes 
dans rintervalle qui s^écoule entre deux positions identi- 
ques quelconques du système, les vitesses redeviennent les 
mêmes après cet intervalle, et le mouvement est périodique. 
Mais il ne suffit pas d'obtenir une même quantité de tra- 
vail, il est presque toujours très-important que ce travail 
soit produit uniformément. 11 est presque impossible de 
parvenir à une uniformité rigoureuse, mais on peut rendre 
à peu près insensibles les changements de vitesse pendant 
le cours d'une période. Le moyen (ju'on emploie le plus or- 
dinairement consiste à introduire dans le système une 
masse assez considérable, à laquelle on donne le nom de 
vofanf, et dont l'effet est de dimîiuuT les variations de vi- 
tesse correspondantes aux variations de la différence entre 
Je travail moteur et le travail résistant. Pour que le voIan( 
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eharge moins les supports, il est utile qu'il ail la moindre 
masse possible , et pour cela on lui donne la forme d'une 
roue dont la masse est presque tout entière à la circonfé- 
rence. Si Ton désigne par o) sa vitesse angulaire, la somme 
des forces vives de ses points pourra être représentée par 
(jtCd)*, (jt étant une constante dont il sera facile de déterminer 
la valeur, de quelque manière que soit répartie la masse du 
volant. Soit Smp»' la somme des forces vives de toutes les 
autres parties de la machine, et désignons par w' et i^' les 
valeurs de cd et i^ à une même époque ^ l'équation (2) pourra 
se mettre sous la forme 

Prenons pour les deux limites des époques telles qu'il y 
ait le plus de différence possible entre fUPrfpelf^Qdg] 
il est facile de voir que ce sont celles où les forces se- 
raient en équilibre sur la machine : car, à ces deux épo- 
ques , les éléments de l'intégrale qui forme le second mem- 
bre changent de signe. Il en résulte que ces époques sont 
aussi celles du maximum et du minimum des vitesses. Or, 
plus fx sera grand, moins il faudra que o) et co' soient dif- 
férents pour que le premier membre devienne égal au se- 
cond, et l'on peut, dans chaque cas, déterminer le volant 
de manière que les changements de vitesse soient compris 
dans des limites suffisamment petites. 

CHAPITRE XXIV. 

PRINCIPE DE LA MOINDRE ACTION. 

132. Ce principe n'a lieu que dans les systèmes pour les- 
quels l'équation des forces vives subsiste. Il consiste en ce 
que si , pour chaque point du système , on intègre entre deux 
époques arbitraires le produit de sa quantité de mouvement 
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pnrrélénicnt de la courbe qu*il décrit, la somme de toùteà 
ces intégrales est un minimum; c'est-à-dire qu^elIe est 
moindre que si , par de nouvelles liaisons , on assujettissait 
ces points à suivre de nouvelles courbes , entre les deux 
mêmes positions extrêmes que l'on considère , et sous Tin- 
iluence des mêmes forces. 

Pour le démontrer, il faut faire voir que la variation de 
cette somme est nulle quand on fait varier infiniment peu 
les points de ces courbes en leur laissant les mêmes extré- 
mités; car il est évident, par la nature de cette somme, 
qu'en général elle ne peut avoir une valeur maximum, et 
que, par conséquent, en exceptant des cas très-particu- 
liers, elle aura une valeur minimum. 

Or on a 

SfZmuds z=flmô{vds)=:flm (Sv.ds 4- vSds), 

Pour calculer la première partie, remplaçons rfs par i^dtj 
dt se rapportant au mouvement qui a réellement lieu; 
nous aurons 

Sv.ds^= v8vdi = ^dtS.v^f 
et , par suite ^ 

ImSv.ds = ^dtlm$.v\ 

Mais on a ^ en désignant par C une quantité constante^ 

et la forme du second membre sera la même pour tous les 
mouvements que Ton considère, puisque les forces restent 
les mêmes. Si donc on prend la variation des deux membres, 



on aura 



dx tly 

et, d'après l'équation générale du mouvement, celte der- 
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ni ère expression est égale à 



( Bx -\ - 

\ dt^ ^ dt 



i j-î ' dt^ -^ dt^ ' 



On aura donc 

/d^x d^ Y d^Z \ 

tmSç.ds=:lm { — — Sx H -:L. S y -^ -7—^2) de. 

\di^ dt^ -^ df I 

Pour calculer la seconde partie, nous observerons que 

l'équation 

ds^ = dx^ -4- ^7* -f- di^ 

donne 

s ds =z — S dx -h -^ S dr -h -r ^ f^^y 
ds ds ds 

et, par suite, 



Donc 



« . dx , ^ dy , ^ dz , ^ 

v3ds = '^dSx'i'-^d8Y'h-rdSz. 
dt ilt '^ dt 



"LmvSds::!: Im l -j-dêx-^- ~dSr-h^ ddz] ; 

\ dt dt -^ dt / ' 



et, en réunissant les deux parties de la variation deXmi^ds , 
il vient 

(dx tiY dz \ 

dt dt '^ dt J 

Si maintenant on intègre les deux membres , on aura 

êflmpds= Im ( — ^ar + -7^^/ + ~^z|-hC'; 

\dt dt dt J 

mais, aux deux limites de l'intégrale, les variations âx^ 
ij, dz sont nulles, puisque les extrémités des courbes dé- 
crites restent les mêmes; donc le second membre est nul , et 
l'on a 

^ys m vds •=. o, 
comme il fallait le démontrer. 
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D\)ù Ton conclut (jiir l' intégrale 

f^m vds , ou flmv^dt 

est un minimum dans le mouvement du système. 

133. Si les points ne sont soumis à l'action d^aucune 
force, on a 

h étant constant. 
Donc 

/2/wp»r/r=r /r -4- C,= X(r — /,), 

t et ti étant les valeurs du temps aux deux limites ; et, coiiuiic 
l'intégrale est un minimum , il sV*nsuit qu'il en est de même 
de t — f, , et que, par conséquent, le système passe d'une 
position à une autre dans moins de temps que si l'on ifitro- 
duisait de nouvelles liaisons quelconques. 

Si Ton considère un point matériel assujetti à rester sur 
une surface fixe, sans être soumis à l'action d'aucune force, 
sa vitesâe est constante ^ et le temps quHl met à passer d'an 
point à un autre étant minimum , il s'ensuit que la longueur 
de la ligne parcourue est aussi minimum, comme noirs 
l'avons déjà démontré d'une aulre manière. 
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134. On désigne sous le nom de fluide un assemblage de 
points matériels en nombre considérable, situés à des dis- 
tances assez petites les uns des autres pour qu'on puisse, 
sans erreur sensible, regarder comme continue la matière 
qui les compose , excepté dans les cas où Ton considère des 
actions qui varient sensiblement d'une molécule à l'autre. 
On suppose , de plus , que tous ces points puissent être dé- 
placés par le moindre effort, et entraînés à des distances 
quelconques les uns des autres. Celte hypothèse d'une par- 
faite mobilité n'est pas entièrement exacte, et conduirait 
q[uelquefois à des résultats peu conformes à l'expérience , 
quand il s'agira du mouvement 5 mais, dans l'équilibre, on 
peut la regarder comme exacte , sans qu'il en résulte aucune 
erreur sensible. 

Les fluides se divisent en liquides, et en gaz ou fluides 
aérifornies. Les premiers sont aussi appelés fluides incom- 
pressibles ^ parce que l'on a cru longtemps qu'il était impos- 
sible de diminuer leur volume par la pression -, mais on a 
reconnu, depuis, qu'ils étaient réellement compressibles à 
un très-faible degré. 

La partie de la Statique qui s'occupe de l'équilibre des 
fluides de toute espèce se nomme Hydrostatique. 

135. Lorsqu'un liquide, renfermé dans un vase ouvert 
ou fermé de toutes parts, est en équilibre sous V action de 
forces quelconques, il exerce une pression sur les parois du 
vase qui l'arrêtent. Cette pression peut varier d'un point à 

II. i4 
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un aulrc; pour la définir avec précision, on considère une 
étendue infiniment petite de la paroi , et l'on suppose qœ 
la force qui s'exerce sur elle se reproduise avec la même 
intensité et dans la même direction sur tous les éléments 
d^une surface plane égale à l'unité : la force résultante est 
ce que l'on appelle la pression du liquide au point de lapa- 
roi que Ton considère. On voit que ce n'est autre chose que 
la limite du rapport de la force produite sur rélément infi- 
niment petit, à Taire de cet élément. 

On peut regarder comme un résultat de rexpérîence , ou 
comme une conséquence de la disposition uniforme des 
molécules du fluide les unes autour des autres, que la direc- 
tion de la pression est toujours perpendiculaire à Télément 
de surface sur lequel elle s'exerce \ et comme Faction et la 
réaction sont toujours égales, il existe en sens contraire 
une pression égale dans l'étendue du même élément. Ce fait 
peut encore être considéré comme rentrant dans cet autre 
plus général , que des corps en contact n'exercent l'un sur 
l'autre que des actions normales , quand leurs surfaces n'ont 
aucune adhérence ni frottement. Car, lors même qu'un li- 
quide serait susceptible de s'attacher à la paroi , on pourrait 
regarder la couche extrêmement mince qui y adhérerait 
comme faisant partie de la paroi, et le reste du liquide 
comme pouvant librement glisser sur elle. 

Nous admettrons, comme résultat de l'expérience, une 
autre propriété fondamentale des fluides , qui consiste en ce 
que, si une certaine quantité de fluide, en équilibre sous 
l'action de forces quelconques , remplit exactement un vase 
fermé de toutes parts, et qu'au moyen d'un piston, on exerce 
sur une portion de la surface de ce fluide une pression quel- 
conque, elle est transmise avec la même intensité sur toute 
portion équivalente de la surface des parois ; de sorte que 
sur deux parties inégales , la pression est en raison directe 
de leurs aires , pourvu que ces surfaces soient planes ; dans 
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le cas de surfaces courbes , il n'en serait ainsi que pour des 
portions infiniment petites. 

Ces propositions s'étendent aux pressions intérieures 
aussi bien qu'à celles qui s'exercent sur les parois. Car 
l'équilibre ne serait pas troublé, et les eflForts resteraient les 
mêmes, si Ton supposait que, dans une partie quelconque 
du liquide , tous les points fussent liés invariablement et 
constituassent un corps solide» On peut donc , en un point 
quelconque de l'intérieur et dans une direction quelconque, 
supposer une paroi solide^ par conséquent, la pression 
exercée sur un élément plan de cette paroi lui sera normale, 
quelle qu'en soit la cause. De plus, si cette pression pro- 
vient d'une autre pression exercée à la surface du fluide 
renfermé dans un vase plein , elle sera égale à la première 
pour une étendue égale en surface. On conclut de là que 
les propositions admises pour les pressions des fluides sur 
les parois des vases qui les renferment, s'appliquent aux 
pressions exercées dans leur intérieur sur toute portion de 
surface que Ton y voudra considérer. 

Enfin, on déduira facilement de là qu'en un point quelcon- 
que d'un fluide en équilibre , la pression est la même , quelle 
que soîl la direction de l'élément de surface sur lequel elle 
s'exerce \ car, si l'on conçoit autour d'un quelconque de ses 
points un polyèdre infiniment petit formé par le liquide, et 
qu'on le regarde d'abord comme solidifié , il est en équilibre 
sous l'influence des pressions exercées à sa surface et des forces 
qui sollicitent ses points intérieurs proportionnellement à 
leurs masses. Ces dernières peuvent être considérées comme 
parallèles , et ont, par conséquent, une résultante dont l'in- 
tensité sera proportionnelle à la masse du polyèdre qui est 
un infiniment petit du troisième ordre 5 et comme ses faces 
sont des infiniment petits du second ordre , et qu'il en est 
de même des pressions qu'elles supportent, l'équilibre pourra 
être considéré comme existant sensiblement entre ces près- 

14. 
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si on S seulement, sans tenir aucun compte de la force qui agit 
sur la masse de ce polyèdre. Si maintenant on rend au polyè- 
dre sa fluidité primitive, et qu^on solidiOe le reste du liquide, 
qui devient alors comme un vase polyédrique fermé de 
toutes parts et rempli de liquide, rien ne sera changé dans 
les actions mutuelles des molécules, et par conséquent dans 
les pressions qu'elles produisent. Or, il résulte de la pro- 
priété générale des fluides , que les pressions sur les parois 
sont égales pour des éléments égaux en surface, quelle que 
soit leur direction ; et comme tous ces éléments de surface 
sont de plus eu plus près de passer par le point consi- 
déré dans le liquide, on en doit conclure que, quelle que 
soit la direction d'un élément plan, passant par un point 
quelconque d'un fluide en équilibre, la pression exercée 
sur lui et rapportée à Tunité de surface est toujours la 
même» 

13G. Si l'on suppose un fluide incompressible renfermé 
dans un vase immobile et soumis à des pressions produites 
sur sa surface par un nombre quelconque de pistons, le 
principe des forces virtuelles aura lieu dans le cas de l'équi- 
libre de ces forces, en regardant comme conditions du 
système que le fluide reste continu, de volume constant, et 
toujours en contact avec les bases des pistons. Soient, en 
effet, rt, a\ a", etc., les aires de ces bases; les pressions 
produites par ces pistons, rapportées à l'unité de surface, 
seront égales; et si l'on désigne leur valeur par /;, les forces 
appliquées à la surface du liquide seront respectivement «/?, 
a'p^ a"p^ etc. Soient dp^ (î//, dp" les vitesses virtueUes 
des points d'application de ces forces, estimées suivant leurs 
directions-, elles seront assujetties à la condition que le vo- 
lume du liquide n'ait pas varié par ce déplacement , et qu'il 
ne se soit opéré aucun vide; dloù résulte 

a^p -^ n'Sp' -h a" ^ p" ^-.. .— o, 
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et , par suite , 

ce qui prouve que la somme des moments virtuels des forces 
est égale à zéro. 

Equations générales de l'équilibre des fluides. 

137. Soient X, Y, Z les composantes de la force, rap- 
portée à l'unité de masse, qui agit au point dont les coor- 
données sont x^y^z \ désignons par p la densité du liquide , 
et par p la pression en ce point, rapportée à l'unité de sur- 
face : p et p sont des fonctions de x^y^ z^ que Ton se pro- 
pose de déterminer quand l'équilibre est établi. 

Si au point dont les coordonnées sont or, y, z^ on con- 
çoit un parallélipipède dont les arêtes soient parallèles aux 
axes et respectivement égales aux différentielles dx^ dy^ dz^ 
sa masse dm sera égale k pdxdydz et sera sollicitée par les 
trois forces 

p'K.cLcdydzj pY dx dydzy pZdxd/dz-, 

ses six faces seront sollicitées par des forces parallèles aux 
axes , et dirigées vers l'intérieur de son volume. Si l'on con- 
sidère d'abord les deux faces parallèles au plan des x et j", 
dont l'un passe au point dont les coordonnées sont x<,y^ z^ 
et l'autre au point qui a pour coordonnées j:,j^, z-hdz^ 
la pression exercée sur la première est pdxdj\ et sur la 
seconde elle est 

-^ dxdy (/? 4- ~dzU 

-~ étant la dérivée partielle de p par rapport à z. Chacune 

d'elles peut être regardée comme constante dans toute l'éten- 
due de la face correspondante, sans qu'il en résulte d'erreur 
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dans les équalioiis, considérées à la limite. Les deux forces 
auxquelles se réduisent les actions exercées respectivement 
sur ces deux faces sont donc des forces directement oppo- 
sées, et elles se composent en une seule, parallèle à Taxe 
des z et égale à 

— dxdydz — • 

-^ (iz 

De même, les pressions parallèles à Taxe àes j et à Taxe 
des X se réduisent aux forces 

— itc df dz -j-j — dx dy dz -j-' 
dy dx 

Ces trois forces peuvent être considérées comme agissant 
au centre du parallélipipède , ainsi que la résultante des 
forces appliquées à tous les points de sa masse, puisque ces 
forces doivent être regardées comme constantes de grandeur 
et de direction , et que la densité peut être supposée la même 
en tous les points du parallélipipède. II est donc nécessaire 
et suffisant , pour son équilibre , que les forces parallèles à 
chacun des axes soient en équilibre entre elles , ce qui donne 
les trois équations 

W di-^^^ ^-P^' Tz^^^^ 

Multipliant ces équations respectivement par ctr, dy^ dz, 
et les ajoutant , il vient 

(2) dp = p(Xdx -^Ydf-\- Zdz); 

ce qui apprend que si le fluide est en équilibre , l'expression 

p {X dx -i-Y dr -h Z dz) 

est la dilTérentielle totale d'une fonction de x^jr^ 2, et que 
cette fonction donne nécessairement l'expression de la pres- 
sion, à une constante arbitraire près. 
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Désignons cette fonction par F (x, ^, z)^ l'équation (2) 
donnera 

(3) p = F(x,x,z)^C, 

C étant une constante arbitraire que l'on pourra déterminer 
si l'on connaît la pression en un point donné. Si le fluide 
n'est pas renfermé dans un vase fermé de toutes parts et 
exactement rempli , il sera nécessaire qu'à la partie libre de 
la surface il y ait une pression extérieure dont la valeur soit 
donnée par l'équation (3), et qui soit dirigée en chaque 
point vers l'intérieur du liquide. 

La pression en un point n'étant pas produite par la force 
extérieure , agissant dans le voisinage de ce point seulement, 
peut être nulle aux points où la force est très- grande. C'est 
ce qui a lieu , par exemple , à la surface libre d'un liquide 
pesant , dans le vide. 

138. Surfaces de nweau. — Dans un fluide en équilibre, 
on appelle surface de nis^eau toute surface telle, que la ré- 
sultante des forces qui agissent sur le liquide lui soit nor- 
male en cbacun de ses points. 

Si donc on désigne par dx^ dy^ dz les accroissements 
infiniment petits que prennent les coordonnées x^ y^ z 
d'un point quelconque d'une de ces surfaces quand on passe 
à un autre point de cette même surface , on aura la con- 
dition 

(4) X^x4- Y^/-f-Zr/z = 0; 

c'est l'équation diflférentielle de toutes les surfaces de ni- 
veau, et p est le facteur propre à la rendre inlégrable 

Il en résulte, en vertu de l'équalion (2), que pour tous 
les points d'une même surface de niveau , on a 

É?/? = o, 

et que, par conséquent, la pression y est constante. Cette 
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propriété remarquable pourrait servir de définition à ces 
surfaces, et celle qui est exprimée par l'équation (4) en 
serait une conséquence immédiate. 

L'équation finie des surfaces de niveau sera , en désignant 
par c une constante arbitraire, 

F (x^y, z) étant toujours la fonction dont la différentielle 
est 

piXfix^Ydy-hZdz). 

Si la constante c prend successivement toutes les valeurs 
possibles , on obtiendra toutes les surfaces de niveau. Ces 
surfaces remarquables ne peuvent se rencontrer si dea 
valeurs finies de x^ y^ z donnent toujours à la fonction 
F (x, j^, z) des valeurs finies et déterminées 5 car alors on 
ne saurait avoir en même temps 

¥(XyXy z) = c et F(x,/, z) =: c\ 

c et c' étant différents. 

S'il en était autrement, les conséquences précédentes ne- 
subsisteraient plus. Aux points où deux surfaces de niveau 
se 'rencontreraient, la pression serait indéterminée, et, par 
conséquent, on ne pourrait plus dire que la pression serait 
constante dans toute l'étendue d'une même surface de ni- 
veau. Nous ne considérerons pas les cas exceptionnels ou 
ces circonstances se rencontreraient. 

Si la surface libre du liquide est soumise à une pression 
constante en tous ses points , elle est elle-même une surface 
de niveau. 

139. Si Xdx -h-Y dy-hZdx est la différentielle totale 
d'une fonction (p de x , j^, z, comme cela a lieu, par exemple, 
quand les forces données sont dirigées vers des centres fixes 
et ne dépendent que de la distance à ces centres, l'équa- 
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tion ( 2 ) peut se mettre sous la forme 

(5) dp = pd(f. 

Le premier membre de cette équation est la différentielle 
d*une fonction des variables indépendantes x^ y^ z-^ il en 
est de même de d(f : donc, pour que le second membre soit 
identique au premier, il est nécessaire que p soît une fonc- 
tion de (p ; mais cette fonction peut avoir une forme quel- 
conque. 

Ainsi la densité sera constante en même temps que y , 
c'est-à-dire pour tous les points d'une même surface de ni- 
veau ; et ces surfaces partagent le fluide en couches où la 
pression et la densité ne varient pas. 

140. Dans le cas des fluides compressibles, la densité 
dépend de la pression. Soit alors p =zf{^p) , l'équation (5) 
devient 



•où ,=/^ 



""'-/(Pi' ""- '-Jf(P) 

La constante se déterminera par la valeur donnée de la 
pression en un point connu-, on pourra tirer de là p, ct^ 
par suite, p en fonction de (p, et l'on connaîtra la den- 
sité et la pression relatives à une surface quelconque de 
niveau. 

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse d'un gaz ; on aura^ 
d'après la loi de Mariotte , 



k étant dépendant de la température, que nous regarderon 
d'abord comme constante. L'équation (5) donnera 



s 



,6, I . 'h 



» 
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d'où 

C étant une constante que l'on déterminera par la valeur 
de p correspondante à une valeur connue de ç. 
La dernière équation peut se mettre sous la forme 

? 
et l'on aura , par suite, 

ci 

Si la température n'est pas constante, k sera variable, et 
lorsque l'équilibre sera établi , l'équation (6) apprend queA 
ne pourra être qu'une fonction de ^, et que, par conséquent, 
la température sera constante pour tous les points d'une 
même surface de niveau. La pression et la densité seront 
déterminées par les formules 

En considérant la terre comme spbérique, et en faisant 
abstraction de son mouvement de rotation, la force appli- 
quée aux molécules de l'air est dirigée vers le centre, et, par 
conséquent, les surfaces de niveau seront des sphères con- 
centriques avec la terre. L'équilibre de l'atmosphère exi- 
gerait donc que la température fût partout la même à ^ale 
distance de la surface de la terre , ce qui ne saurait être à 
cause de la présence du soleil ; d'où il suit que cet équilibre 
ne saurait avoir lieu. 

141. Au lieu de considérer un liquide en équilibre, à 
Tétat de repos , ou animé d'une vitesse commune à tous ses 
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points , on pourrait supposer qu'il tourne uniformément 
autour d'un axe fixe, et chercher les conditions pour que 
tous ses points ne se déplacent pas les uns par rapport aux 
autres. Il suflSra pour cela , d'après le principe de d'Alcm- 
bert j qu'il y ait équilibre en chaque point entre les forces 
données et les forces égales et opposées à celles qui produi- 
raient sur chaque point libre le mouvement qu'il a réelle- 
ment, c'est-à-dire aux forces centripètes. 

L'équilibre a donc lieu entre les forces données et les forces 
centrifuges considérées comme appliquées aux molécules 
elles-mêmes. Si la vitesse angulaire est désignée par o), les 
composantes de la force centrifuge seront w*j:, œ^j^, paral- 
lèlement aux axes des x et des j^, et la troisième sera nulle 
si Ton prend l'axe de rotation pour axe des z. On aura donc, 
pour déterminer la pression , 

{7 ) dp =z p {li dx + Ydy -f- Zcfe -f- td^xdx -f- w^y^r). 

Les termes introduits par la force centrifuge devront donc 
former une différentielle exacte conjointement avec 

^{Xdx -hYûÇr 4- Zdz). 

Les surfaces de niveau auront pour équation commune 

"X-dx -i-Ydjr-^- Zdz-\- (d^{xdx -\-ydf) = Oy ou f = c, 

en désignant par (p la fonction de or, y, ^ dont le premier 
membre multiplié par p est la différentielle , et par c une 
constante arbitraire. 

Si la surface libre du liquide , homogène ou hétérogène , 
est soumise à une pression constante , elle sera elle-même 
une surface de niveau , et son équation sera comprise dans 
Téquation générale (f = c. Si donc on connaît le volume 
total du liquide et la forme du vase dans lequel il est ren- 
fermé , la valeur de la constante c se trouvera déterminée ^ 
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comme nous allons le voir dans quelques cas particuliers. 

142. Supposons un liquide homogène pesant, dont la 
surface libre soit soumise à une pression constante P, et qui 
se trouve renfermé dans un cylindre vertical dont le rayon 
de la base est a , dans lequel il s'élève à une bauteur A, à 
l'étal de repos. Prenons pour axe des z Taxe de ce cylindre 
dans le sens opposé à la pesanteur. 

On aura alors 

X = o, Y=o, Z=-g^, 

et l'équation (7) devient 

dp = — gpdz-\- p(^^ [xdx -^fdjr ). 
L'équation générale des surfaces de niveau sera 

— gdz -f- w^ [xdx -f- ydjr) = O, 

d'où 

c étant une constante arbitraire. 

Celle équation représente des paraboloïdes de révolution 
autour de l'axe des z^etc est la bauteur de leur sommet au- 
dessus du plan de la base. 

La surface libre , étant soumise à une pression constante, 
est une surface de niveau, et son équation s'obtiendra en 
donnant à c une valeur particulière convenable dans la 
dernière équation. Cette valeur s'obtiendra en calculant le 
volume du liquide terminé à la surface qu'elle représente, 
cl égalant le résultat à tta^A. On trouve pour son eï- 
pression 

.r étant la valeur correspondante au point où la parabole 
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génératrice rencontre le cylindre , valeur qui est égale à 



fl'w^ 



On aura donc, pour déterminer c , l'équation 
d'où l'on tire 



TTÛ* W' 



c=:h-^ 



a'(^^ 



4ê" 

L'équation de la surface qui termine le liquide est donc 



x^ 






11 reste maintenant à déterminer la pression en un point 
quelconque. Or, en intégrant la valeur de dp^ on trouve, 
en désignant par c une constante arbitraire, 



»' 



/? = — â'pz-f-p — (^'H-r') -h c\ 



2 



et l'on déterminera c' en exprimant qu'à la surface on a 
/? = P ; on trouve ainsi 



i2 .v2 



d'où 









ce qui donne la solution complète de la question. 

On peut observer que , lorsque le liquide part du repos el 
parvient à sa position d'équilibre dans le mouvement de 
rotation , le point de la surface libre qui était sur l'axe s'est 
abaissé autant que les points en contact avec le cylindre se 
sont élevés. En effet, la hauteur c du sommet du parabo- 
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Û»W^ 



loïdc quî termine le liquide est égale h h y — 5 et la hau- 
teur des points du paraboloïde qui sont sur la surface du 
cvlîndre, est 



û'w' . fl*W* 



r H » ou h -f- 



Or, ces deux hauteurs diffèrent de la hauteur primitive A, 
de la môme quantité -y — • 



143. Proposons-nous maintenant le cas où les molécides 
du liquide renfermé dans le vase seraient sollicitées par une 
force dirigée vers im point fixe et proportionnelle à la dis- 
tance à ce point. 

Si nous désignons par ^jl la valeur de cette force à Tu- 
nité de distance, et que nous prenions pour origine le 
point fixe vers lequel elle est dirigée, ses composantes se- 
ront 

— p-^> — Rr> — f*2- 

Les composantes de la force centrifuge seront, en désignant 
par 0) la vitesse angulaire, 

l'équation différentielle des surfaces de niveau sera donc 

d'où 

^* + T"* H • , = c, 

c désignant une constante arbitraire. 

Les surfaces de niveau sont donc des surfaces du second 
degré , de révolution autour de l'axe de rotation. 

Elles seront des ellipsoïdes tant qu'on aura co' <^ [jl. 

Elles deviendront des plans perpendiculaires à l'axe lôrs- 
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que l'on aura w' = |:jt , et c'est ce que l'on peut vérifier 
immédiatement . 

Enfin, pour les vitesses angulaires plus grandes que si l*- ? 
c'est-à-dire telles que l'on ait w* ^ fx, on a des hyperbo- 
loïdes à deux nappes ou à une nappe, suivant que c sera 
négatif ou positif. 

Dans tous les cas , la valeur de la constante sera dé ter- , 
minée en calculant le volume de liquide compris entre la 
surface du vase et une des surfaces de niveau , et en l'éga- 
lant au volume de la masse donnée du liquide. 

Dans le cas de (O* ^ fx , la grandeur de ce volume déter- 
mine non-seulement la valeur absolue, mais encore le signe 
de cette constante , c'est-à-dire fait connaître si l'byperbo- 
loïde est à une ou à deux nappes 5 et il est facile de s'en 
assurer généralement. 

Pour cela , considérons une valeur quelconque de a> et 
prenons pour c une valeur négative ; l'hyperboloïde sera 
à deux nappes, et la surface libre du liquide sera concave, 
sans quoi la pression n'y serait pas dirigée vers l'inté- 
rieur. Si nous faisons décroître la valeur de c jusqu'à zéro, 
le cône asymptote restera le même , et, la surface de l'hy- 
perboloïde s'en rapprochant continuellement, le volume 
qui s'y termine diminuera et tendra à se réduire à celui qui 
sera terminé au cône. Actuellement, partons d'une valeur 
positive de c, l'hyperboloïde sera à une nappe, et la sur- 
face libre du liquide sera convexe ; de sorte que , si nous 
faisons diminuer c, le volume du liquide compris dans le 
vase ira en augmentant , parce que la surface qui le ter- 
mine se rapprochera de plus en plus du même cône , au- 
quel elle sera extérieure \ et pour c = o, ce volume acquiert 
sa plus grande valeur , qui est précisément la même que 
la plus petite pour les hyperboloides à deux nappes. 
D'où il suit que , parmi tous les hyperboloides des deux 
espèces , il n'y en a qu'iui seul , et il y en a toujours un 
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si le vase est indéfini , qui corresponde à une masse donnée 
de liquide et à une vitesse angulaire donnée, plus grande 

que v^. 

9 

Equilibre d'une masse Jluide dont les molécules saitirmi 
mutuellement et sont animées d'un mouvement de rota- 
tion uniforme, 

iAi, Dans les questions précédentes, la force qui solli- 
citait chaque molécule était connue, et indépendante delà 
position des autres; mais dans le cas actuel il n'en est plus 
ainsi , puisqu'une molécule quelconque étant attirée par 
toutes les autres, la résultante de ces actions dépendra 
nécessairement de la figure du liquide; et comme cette 
figure est inconnue , les forces désignées par X, Y, Z le 
sont également, et le problème devient d'une difficulté 
beaucoup plus grande. 

Lorsque le liquide est homogène et que l'attraction est 
en raison inverse du carré de la distance, on ne peut en- 
core résoudre le problème qu'en supposant une vitesse an- 
gulaire très-petite , qui donne au liquide une forme peu 
différente de la sphère. Mais on peut toujours vérifier que 
la figure d'un ellipsoïde de révolution satisfait à la condi- 
tion de l'équilibre , pourvu que la vitesse angulaire ne dé- 
passe pas une certaine limite. M, Jacobi a été au delà, et a 
démontré qu'un ellipsoïde dont les trois axes sont inégaux 
peut aussi convenir 5 mais cette discussion nous entraînerait 
trop loin, et nous nous bornerons au cas de rellipsoïdc 
de révolution. 

Soit 

l'équation d'un ellipsoïde de révolution autour de l'axe de» 
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z, et aplati aux pôles \ les trois composantes X, Y, Z de 
l'attraction de la masse de cet ellipsoïde sur un point de sa 
surface ayant pour coordonnées x, y y z, auront pour ex- 
pressions 

X=^^[>-(i 4->')arctangX], 

Y = ""-^[l - (i 4- X*)arc tangX], 

Z = i^ ( I -^ V) (arc tang > - >), 

p désignant la densité du liquide. Pour que Téquilibre ait 
lieu, il faut que la résultante de ces trois forces et de la 
force centrifuge dont les composantes sont w'j:, w' j^, soit 
perpendiculaire en chaque point à la surface de relllpsoïde \ 
ce qui donnera entre les coordonnées de cette surface et leurs 
différentielles l'équation suivante, dans laquelle on a fait 



»» 



= e : 



[\ — (i -h ^') arc tang \ -f- 2sV] [xdx -f- ydy ) 
-4- 2 (arc tang \ — X) (i + V) zdz = o. 

Mais, d'après l'équation de l'ellipsoïde, on doit avoir entre 
ces mêmes coordonnées l'équation 

xdx -hydjr + (i -f- X') zdz = o. 

La valeur de zdz devant être la même dans ces deux équa- 
tions, quels que soient x^j-^ dx^ dy^ on aura la condition 
suivante , qui déterminera X , 

\ — (i -4- V) arc tang \ -f- 2gV = 2 (arc tang \ — X). 

Cette équation a trois racines nulles , dont on ne tiendra 
aucun compte \ elle peut se mettre sous la forme 

(1) Z^\^ ^^^ ^"^ X = o. 

II. i5 
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Chacune de ses racines réelles positives détermitiera le rap- 
port des deux axes de Tellipse génératrice , et leur giandear 
se déduira du volume connu du liquide. Tout se réduit 
donc à la recherche du nombre et de la valeur des racines 
de l'équation (i), qui sont égales deux à deux et de signes 
contraires, mais dont il suffira de considérer les valeurs 
positives. Ces racines sont les abscisses des points de ren- 
contre de Taxe des x et de la courbe dont Téquation est 

, , 3 X 4- 2 1 .r^ 

(2) y=z—-— — arc tango:. 



Ou trouve, en la diflerentiant, 

dy ix^ [sx* -f- 2 (Sa — i)x* -I- 9«] 

Ix" (n-x'j(3 4-x»)' 

Cette expression est nulle pour a: = o , et positive pour des 
valeurs de x irès-petitcs; de sorte que la courbe est tangente 
à Taxe des x h Torigine, et commence par s'élever au-des- 
sus de cet axe du côté des x positifs. 

La tangente à celte courbe sera parallèle à l'axe des a:, 
aux points dont les abscisses seront données par l'équation 

(3) c.r*-h2(5e — i) x^H- gs =r o. 

Si cette équation n'avait pas de racines réelles, la courbe 
s'éloignerait toujours de l'axe des a:, et l'équation (i) n'au- 
rait pas non plus de racines réelles. Ainsi, on reconnaît 
d^abord que l'on doit avoir 

5g— i<o, ou 8<|, 

car sans cela une valeur positive de x* ne satisferait pas à 
l'équation (3), et la condition de réalité des valeurs de x* 
exigerait même que Ton eût s <C ?• Mais cela ne suffit pas 
pour que l'équation (i) ait des racines réelles-, il est néces- 
saire que la valeur de x qui donne le minimum de l'ordon- 
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née positive y, ou, en d'autres termes, la plus grande racine 
positive de l'équation (3) étant substituée dans (2), donne 
pour y une valeur négative. Car alors la courbe coupera 
une première fois l'axe des x, avant d'arriver à ce point, et 
le recoupera une seconde fois au delà , puisque l'ordonnée 
finit par être positive et indéfiniment croissante. Si le mi- 
nimum de j- était nul, les deux racines de l'équation (1) 
seraient égales, et s'il était positif , elles n'existeraient pas. 
On voit par là que , pour que la question proposée soit pos- 
sible , il faut que l'on ait l'équatîon (3) conjointement avec 
l'inégalité jr <^ o correspondante à la plus grande racine de 
cette équation. Il en résulte, par l'élimination de e, 

arc tant; x — ;— 7-= n- \ J>^' 

Le premier membre de cette inégalité est nul pour a: = o. 
Sa dérivée est aussi nulle pour cette même valeur, puis elle 
devient négative quand x croit 5 elle redevient nulle pour la 

seule valeur x = ^^ à partir de laquelle elle reste constam- 
ment positive. Le premier membre de l'inégalité commence 
donc par être négatif, devient nul pour une seule valeur 

de X qui est plus grande que v^3, puis reste constamment 
positif. On satisfera donc à l'inégalité par toute valeur de x 
plus grande que la racine positive de l'équation 

arc tang x — -—^ — r-^^ = o. 

On trouve facilement, pour valeur approchée de cette ra- 
cine, 

X ■=. 2,5298. 

La valeur correspondante de e donnée par l'équation (3) 
est 

6 = o, I 123, 

i5. 
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et Ton reconnaît facilement que la valeur trouvée de x est 
la plus grande des deux qui , substituées dans Téquation (3), 
donneraient cette valeur de s; mais cela n'était pas néces- 
saire à vérifier, parce que le maximum de j^ est nécessaire- 
ment plus grand que zéro, puisque la courbe s'élève d'a- 
bord au-dessus de Taxe des x*, d'où il suit que si une valenr 
de X tirée de Féquation (3) donne JK = ^ ^^ J' <C ^ 5 ^^^® 
valeur correspond au minimum dej^, et ne peut être que la 
plus grande des deux racines de Téquation (3). 

Toute valeur .r' de or, plus grande que a, 5 293, fournit 
donc deux valeurs positives pour 1 , entre lesquelles x' sera 
compris. Mais , en considérant la plus grande valeur de x^ 
tirée de l'équation (3), on voit qu'elle varie en sens con- 
traire de e ^ ainsi le problème aura deux solutions quand 

on aura 

J7^ 2,5293 et «<^o,ii23j 

et il en aura une seule pour 

ar=r 2,5293 et 6 =0,1 123; 

X croissant indéfiniment, e tend vers zéro; si Ton remplace 
e par sa valeur, on a 



»* 



<^o, r 123. 



Cette inégalité fait connaître la plUs grande vitesse angu- 
laire qui soit compatible avec la figure d'un ellipsoïde de 
révolution. 

A cette limite de co, il n'y a qu'une seule figure pos- 
sible. Si l'on fait décroître w à partir de cette limite jus- 
qu'à zéro, l'une des valeurs de X augmente indéfiniment, 
l'autre tend vers zéro. L'un des ellipsoïdes tend donc indé- 
finiment vers une sphère, et l'autre vers un plan; de sorte 
que pour o) = o on n'a plus réellement qu'une solution, 
qui est la sphère. 
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De réquilibre des fluides pesants. 

145. Lorsque la pesanteur est la seule force qui sollicite 
les molécules d'un fluide homogène, on a 

et si P désigne la pression correspondante à z =: A , on aui a 

Les surfaces de niveau sont des plans horizontaux , et la 
pression en chaque point ne dépend que de la hauteur. 

Si la densité p était variable d^une manière continue ou 
discontinue , il faudrait quVUe fut une fonction de z , et 
1 on aurait 

146. Lorsque nous avons calculé les accroissements de 
la pression , en passant d'un point à un autre d'un fluide , 
nous avons supposé ce fluide décomposé en parallélipipèdes 
contigus, et nous avons cherché de combien croissait la 
pression en passant d^une face à la face parallèle. Mais il 
est clair que, s'il existait dans le fluide des cloisons qui 
empêchassent la communication des parties, ces raisonne- 
ments ne subsisteraient plus, ainsi que leurs conséquences. 
Et, en général, lorsqu'il existe dans un fluide des cloisons 
qui n'interceptent pas entièrement la communication , mais 
qui la modifient, il est nécessaire d'examiner à quel point 
la théorie précédemment établie se trouve elle-même modi- 
fiée par leur présence. 

Ainsi , lorsque la pesanteur est la seule force qui agit sur 
le fluide, nous avons vu que l'accroissement de la pression 
est nul en passant d une face verticale d'un parallélipipède 
à la face parallèle, mais en supposant que ce parallélipi- 
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pède soit formé du fluide sans interruption. D^où il résulte 
que Ton ne pourra affirmer que la pression est la même en 
deux points situés sur un même plan horizontal , que dans 
le cas où l'on pourra passer de l'un à l'autre par l'intermé- 
diaire du fluide non interrompu, et en restant dans ce même 
plan horizontal. 

147. Cela posé, considérons divers liquides en équilibre 
dans deux vases qui communiquent l'un à l'autre par un ca- 
nal que nous supposerons horizontal, pour fixer les idées. 
Menons un plan horizontal par le point le plus bas de ce ca- 
nal, les liquides qui sont au-dessous de ce plan dans les 
deux vases pourront être soumis à des pressions très-diffé- 
rentes en des points situés sur un même plan horizontal. Si 
maintenant nous menons un plan horizontal par le point le 
plus élevé du canal , la pression sera la même en tous les 
points d'un plan horizontal intermédiaire quelconque; et, 
pour les plans supérieurs , elle pourra être différente dans 
les deux vases. Mais dans chacun d'eux les parties supé- 
rieures au canal seront soumises aux lois démontrées pré- 
cédemment, et elles ne seront assujetties Tune par rapporta 
l'autre qu'à la condition de produire une même pression sur 
le plan horizontal mené par le point le plus élevé du canal. 
Et de même, les parties situées en dessous du canal seront 
soumises à Taclion d'une pression égale, à leur partie supé- 
rieure, et satisferont, indépendamment l'une de l'autre, 
aux conditions générales de l'équilibre. 

Ces considérations s'appliquent à la théorie des si- 
phons , des baromètres , des niveaux , de la presse hydrau- 
lique, etc. 

448. Pression sur les parois, — Considérons d'abord 
une paroi plane, et partageons-la en éléments infiniment 
petits dl. Désignons par z la distance d'un quelconque 
d'entre eux à la surface extérieure du liquide, que nous 
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supposerons homogèo/e. La pression produite par le liquide 
sur Télément dl, indépendamment de la pression exté- 
rieure exercée sur la surface, sera gpzdX^ et la somme 
de tOiUes les pressions sera 

gplzd'ky OU gpAZty 

A désignant Faire de la paroi et Zi la distance de son cemre 
de gravité à la «urfaoe du liquide. D'où il résulte que la 
pression restera la même , quelque position que prenne la 
paroi , pourvu que son centre de gravité resle (i%e. 

Cette pression est tout à fait indépendante de la forme 
du vase:, et l'on peut produire , sur le fond du vase, une 
pression considérable avec un poids très-faible de liquide , 
pourvu que la distance à la surface libre soit très-grande. 

Quant au point d'application de la résultante de toutes 
les pressions, auquel on a donné le nom de cetUre de près- 
sion, on le calculerait par la théorie ordinaire du centre des 
forces parallèles. Il est facile de voir qu'il est situé plus bas 
que le centre de gravité de l'aire. En effet, menons par ce 
dernier une horizontale dans le plan de la paroi ^ elle en 
partagera l'aire en deux parties dont les moments , par rap- 
port À cette horizontale, seront égaux. Mais les pressions 
exercées sur la partie de la surface située au-dessous de cette 
ligne donneraient, par rapport à elle, un moment plus 
grand que celles qui s'exercent sur la partie supérieure ] car, 
en concevant la surface totale partagée eu éléments égaux , 
les pressions exercées sur chacun de ceux de la partie infé- 
rieure seront plus grandes que les plus grandes de celles qui 
ont lieu dans la partie supérieure. Or, si l'on prenait toutes 
celles-ci égales à la plus grande d'entre elles, qui se rap- 
porte aux points situés sur l'horizontale menée par le centre 
de gravi té, «t toutes les autres égales à la plus petite d'entre 
dles, qui se rapporte aux poi-iils situés sur cette même ho- 
rizontale , les sommes de moments seraient égales. Donc, en 
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les prenant telles qu^elles sont , la somme des moments est 
plus grande pour celles qui se rapportent à la partie infé- 
rieure ] donc le centre des forces de pression exercées sur la 
paroi est au-dessous de Thorizontale menée par son centre 
de gravité; ce qu'il fallait démontrer. 

Pour connaître les coordonnées de ce point, il faut cal- 
culer, par rapport aux trois plans coordonnés , la somme 
des moments des pressions exercées sur chaque élément de 
la paroi , et la diviser par la somme des pressions. 

Considérons d'abord les moments par rapport au plan 
des X ely. 

Représentons par dl un élément infiniment petit de la 
paroi; la pression qui s'exerce sur lui sera g pzdï., et son 
moment aura pour valeur gpz^d'k. Si donc on désigne 
par x\jr\ z' les coordonnées du centre de pression, par 
Xj , j^j 5 Zi celles du centre de gravité de la paroi , et par A 
son aire, on aura 

les deux intégrales 2 s'étendant à tous les éléments de la 
paroi. 

On trouvera de même , en prenant les moments par rap- 
port aux deux autres plans de projection, 

Les coordonnées du centre de pression ont donc pour va- 
leurs 

, l.vzel\ . lyzdl , 1z^d\ 

Az, Az, Az, 

149. Considérons, en particulier, le cas d'un trapèze 
dont les bases sont horizontales. Il est facile de reconnaître 
que le centre de pression est situé sur la ligne qui joint le 
milieu des deux bases; de sorte qu'il suffit de connaître une 
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des trois coordonnées de ce point , par exemple z' , Pour 
cela , partageons le trapèze en tranches infiniment petites 
comprises entre des parallèles aux bases, la somme 2z* JA 
pourra s'obtenir en multipliant la surface de chacune de 
ces tranches par la valeur correspondante de z', et faisant 
la somme de ces produits dans toute l'étendue du trapèze. 
Soient a la base supérieure du trapèze, h sa base infé- 
rieure, h sa hauteur, u la distance d'une tranche quel- 
conque à la base supérieure , c la distance de cette base au 
niveau du liquide , et y Tangle du plan du trapèze avec le 
plan horizontal. L^aire d'une tranche quelconque aura pour 
expression 



( 



h — a 
a -\ r — u\ du y 



et Ton aura 

z = c -h a siny. 

n faudra donc calculer 

J[c -i- tfsiny)' l^iH 7 — u\ du^ 

et diviser le résultat par Azi , ou par 



2 



(c 4- a, siny); 



on connaîtra ainsi 



z'y OU c + a'siny. 

La valeur de u^ déterminera la position du centre de 
pression dans le trapèze, plus commodément que z'. En ef- 
fectuant les calculs indiqués , on trouve 

, h^{a H- 3^) siny -h 2Ac (û -h 2^) 

2A(a-4-2^)sin7 -|-6c (fl 4- />) ' 

si Ton a e = o , c'est-à-dire si la base supérieure est au 
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niveau du liquide, ou a 

, h [a -h 3^) 

2 (rtf -4- 2^) 

Dans ce cas , le centre de pression esl indëpendsuat de Tin- 
clinaisou de la paroi. 
Si en même temps ou a 

<7 = o , ou ^ = G , 

on trouve, dans le premier cas, ii' =^ -y- 9 et, dans le se- 
cond, w' = -. 

Le trapèze est alors réduit à un triangle : dans le premier 
cas, son sommet esta ileur d'eau, et, dans le second, c*est 
sa base qui s'y trouve. 

Si a = b^ la paroi a la forme d'un parallélogramme, et 

l'on trouve 

, 2/1 

150. Les pressions exercées sur une paroi courbe ne 
sont pas toujours réductibles à uiie seule ibrce, ^rce 
qu'elles ne sont plus parallèles ; mais , comme elles sont ap- 
pliquées à un système rigide , elles sont toujours réductibles 
à deux forces au plus. L'expression de chacune des pres- 
sions élémentaires étant connue, ainsi que les coordonnées 
de son point d'application, on pourra toujours, par les mé- 
thodes ordinaires , les réduire à trois forces dirigées suivant 
les axes de coordonnées, «t à trois couples ayant leurs axes 
dans ces mêmes directions. On verra alors si la condition 
nécessaire pour qu'il y ait u»e résultante est remplie , et, 
dans ce cas, on la déterminera facilement. Dans le cas con- 
traire, le système des forces se trouvera réduit à une force 
et un couple, et Ton pourra , si l'on veut, le réduire à deux 
forces seulement. 
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151. Considérons, en particulier, les pressions exercées 
sur la surface d'un corps plongé, soit en totalité, soit en 
partie, dans un liquide pesant en équilibre. Dans ce cas , il 
est facile de démontrer que les composantes horizontales 
des pressions se détruisent , et qu'il ne reste que les compo" 
santés verticales, qui ont toujours une résultante. 

En effet, considérons la portion de surface comprise 
entre deux plans horizontaux infiniment voisins , et occu- 
pons-nous d^abord des composantes des pressions qu'elle 
supporte parallèlement à l'axe des x. Nous pouvons faire 
la décomposition de la surface d^une manière quelconque ; 
et, dans ce premier cas, nous la partagerons en éléments 
par des plans parallèles au plan des a: et ^ , et infiniment 
rapprochés; ils se projetteroint deux à deux suivant le 
même rectangle dydz sur le plan des y et z. Or, si l'on 
désigne par p la pression qui correspond à la distance de 
la tranche à la surface libre du liquide, et par a , 6, y les 
angles que la normale en un point quelconque de la tranche 
fait avec les axes des a:, desj^ et des z, les composantes de 
la pression -p w qui s'exerce sur un élément co de cette 
tranche seront 

P w ces a , ptù cos 6 , ptù CCS Y , 
ou 

pdydz , pdxdz , pdxdy^ 

c'est-à-dire qu'elles sont respectivement égales aux pres- 
sions que -supporteraient au même point les projections de 
l'élément &> sur trois plans parallèles aux plans coordonnés. 
Mais pour les deux éléments qui ont la même projection 
iydz sur le plan des y et z, les composantes parallèles à 
Taxe des a:, ayant ainsi des valeurs égales pdyz^ et dans 
des directions contraires , se détruiront 5 et tous les éléments 
de la tranche pouvant être considérés ainsi deux à deux , il 
^'ensuit que toutes les composantes parallèles à Taxe des x^ 
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des presëions qu'elle supporte , se détruisent mutuellement. 
Il en serait de même des composantes parallèles à l'axe des y 
pour lesquelles on ferait la décomposition en éléments qui se 
projetteraient deux à deux suivant la même surface dxdz\ 
et il résulte de là qu^il ne reste que les composantes verti- 
cales des pressions supportées par la tranche. Il n'y a donc 
plus qu'à composer ces dernières dans toute l'étendue de la 
surface plongée. 

Concevons cette surface décomposée en éléments qui se 
projettent sur le plan des x el y suivant les rectangles 
dxdyi dans ces éléments, certaines parties de la smface 
pourront avoir deux à deux la même projection , et donne- 
ront lieu à des composantes de sens contraire , qui se rédui- 
ront à une force dirigée de bas en haut , et égale au poids 
du liquide qui remplacerait la partie du coi*ps ayant la même 
projection dxdy. Le même résultat aura lieu pour les élé* 
ments de la surface qui seront placés de telle sorte que la 
verticale qui y passe ne rencontre pas une seconde fois la 
surface du corps avant de percer le plan horizontal qui ter* 
mine le liquide. 

Il suit de là que le corps est poussé en sens contraire de 
la pesanteur, comme le serait, dans le sens de cette force, 
la partie du liquide dont il tient la place. Toutes les pres- 
sions qu'il supporte ont donc une résultante égale au poids 
du liquide déplacé et appliquée au centre de gravité de cette 
portion du liquide, en sens contraire de la pesanteur. Ce 
corps est sollicité, en outre, par son poids appliqué en son 
propre centre de gravité j de sorte qu'il ne sera en équilibre 
que si son poids est égal au poids du liquide qu'il déplace , 
et que le centre de gravité de ce dernier soit sur la verticale 
menée par le centre de gravité du corps. 

Ce principe d'hydrostatique, qui a été découvert par Ar- 
chimède , et qui s'applique également aux liquides et aux 
gaz , s'énonce ordinairement en disant qu'i//^ corps plonge 
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dans un fluide quelconque en équilibre^ perd une quantité 
ie son poids égale au poids dujluide qu'il déplace, 

452. Dans la démonstration que nous venons d'en don- 
ner, nous avons analysé toutes les pressions qui ont lieu 
lur la surface du corps plongé^ mais on pourrait s'en dis- 
penser et en déterminer directement Teffet total. En effet, 
le corps éprouve les mêmes pressions qu'éprouvait le li- 
quide qu'il déplace, et qu'on pouvait supposer solidifié, 
sans troubler l'équilibre. Or, cette portion de liquide ne 
prenant aucun mouvement, il faut que les pressions qu'elle 
éprouve détruisent exactement l'effet de la pesanteur, et, 
par conséquent , aient pour résultante une force verticale 
^ale à son poids et passant par son centre de gravité. Donc 
tout corps plongé dans un fluide se trouve soumis à Fac- 
tion de deux forces verticales contraires : l'une égale à son 
poids , et appliquée à son centre de gravité ; Tautre égale au 
poids du liquide déplacé, et passant par le centre de gravité 
de ce liquide. 

U résulte de là que, pour connaître le poids d'un corps, il 
faut le peser dans le vide. Si Ton savait combien il pèse 
dans l'air ou dans tout autre fluide , il faudrait ajouter à ce 
poids celui d'un volume égal de ce fluide, pour avoir le vé- 
ritable poids du corps. 

C'est sur les principes précédents qu'est fondée la théorie 
des aréomètres et de la balance hydrostatique. 

De l'équilibre des corps flottants, 

153. Pour qu'un corps solide, en partie plo&gé dans un 
liquide, soit en équilibre, il est nécessaire, comme nous 
l'avons dit, que son poids soit égal à celui du liquide dé- 
placé, et que son centre de gravité soit sur la même verti- 
cale que celui de cette portipn du liquide. Si nous suppo- 
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sons ce liquide homogène, ainsi que le corps qui flotte à sa 
surface , le centre de gravité du liquide déplacé coïncide 
avec celui de la partie plongée du corps solide. Ainsi , pour 
déterminer les positions suivant lesquelles ce corps peut 
rester en équilibre à la surface du liquide, il faut le couper 
par un plan tel , que le volume de Tune des parties soit au 
volume entier, comme la densité du corps est à celle du 
liquide, et que les centres de gravité de cette partie et du 
corps entier soient sur une même perpendiculaire au plan 
sécant. Il suffit alors de placer le corps de manière que ce 
plan coïncide avec la surface du liquide, pour que l'équi- 
libre ait lieu. 

Pour donner un exemple de cette détermination, consi- 
dérons un prisme triangulaire droit, ayant ses arêtes hori- 
zontales. Dans sa position d'équilibre , il pourra avoir deux 
de ces trois arêtes, ou une seule au-dessous du niveau du 
liquide; nous examinerons d'abord ce dernier cas. Il est 
facile de voir que la longueur du prisme n'a aucune in- 
fluence sur la position cherchée, et, de plus, que tout plan 
parallèle aux arêtes partage le volume dans le même rap- 
port que la base. Nous pouvons donc nous borner à consi- 
dérer cette dernière. 

Soient ABC cette base, a, i, c ses trois côtés, C le som- 
met plongé, DE la ligne de flottaison ou l'intersection 
avec la surface du liquide, F et I les milieux de ABet 
DE , r le rapport de la densité du corps à celle du liquide. 
Posons 

CF=/, CD=:.r, CE=zx, 

et désignons par a, 6 les angles ACF, BCF. 

La question consiste à mener la droite DE (Jig. 8) de 
telle sorte que le rapport des triangles CDE, CAB soit r, 
et que la ligne FI, qui est parallèle à celle qui joindra les 
centres de gravité de ces triangles, soit perpendiculaire 
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à DE, condition qui revient à celle de Tégalitë des lignes 
DF, FE. 

Les deux équations qui doivent déterminer x et y sont 
donc 

(i) xjrz=iraby x^ — 2^' ces a =7* — 2/x'cos6, 

d'où , en éliminant y^ 

(a) or* — 2^^ co» a -f- 2 r^z^/à? CCS 6 — r'«'è* = o. 

Celte équation a nécessairement deux racines réelles, l'une 
positive, et l'autre négative qui ne se rapporte pas à la ques- 
tion. Si les deux autres racines sont réelles, la règle des si- 
gnes de Descartes montre qu'elles sont positives 5 il peut donc 
y avoir au plus trois positions d'équilibre, pour lesquelles 
le sommet C serait immergé; et cela aura lieu si les trois 
valeurs réelles de x sont plus petites que a, et donnent pour j^ 
des valeurs plus petites que h. 

Si les deux sommets A et B étaient plongés dans le liquide, 
le rapport des surfaces BDEA et ABC serait r, et, par con- 
séquent, celui des triangles CDE, ABC serait i — r\ d'ail- 
leurs , les centres de gravité de ces derniers et de BDEA 
étant en ligne droite, il est clair qu'il suffit de changer r 
en I — r dans les équations (i) , et Téquation en x relative 
au nouveau cas sera 

x^ — ifa? ces a -h 2 (ï — r) abfx ces 6 — (1 — r)' «' ^' = o. 

154. Si le triangle ABC est isocèle, on a 

b = a. cos 6 = cos a = -> f^z=.a^ — -75 

a 4 

les équations (i) deviennent 

xy=x.rà}^ x^ — /' — \X — /) =: o. 
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On a d'abord pour solution 

et, supprimant le facteur x — y dans la seconde équation, 
il reste à trouver les solutions des deux suivantes : 

xy z=i r(fl% X -f- ^ = • 

a 

Les valeurs de x Gly seront donc données , comme on pou- 
vait le prévoir, par une même équation du second degré, 
qui sera 

(3) ar' :^x-t-m'=o, ou a:»— i-î '-x-\-ra} = o\ 

a 2a 

ses racines seront imaginaires si Ton a 

r>-, ou r>(^,_^,j; 

elles seront égales si i* = ( i — y — ; j ? et l'on aura encore 
a:=j^, de sorte que cette solution doit coïncider avec la 
première. En effet, on trouve a: = — » et comme on a 

/^ = «♦/•, 
il en résulte 

J'^zzz a} sjr et x =: a sjr^ 

comme dans le premier cas. 

Si l'on a r <[ ( I — j—^ \ ? les deux racines sont réelles et 

positives; elles donnent donc des positions d'équilibre, si 
elles sont moindres que a. 

L'équation relative au cas où les deux sommets A, B 
seraient immergés , s'obtiendra .en changeant r en i — r 
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dans la précédente , et sera 

(4) ^» — (4^'— g') a:-i-{i^r)a'=o, 

et donnerait lieu à une discussion analogue. 

Si le triangle est équilatéral , on a c = a , et les équa- 
tions (3) et (4) deviennent 

X* a: -f- ra^ = o , 

j?' j: 4- (i — r) fl' = o. 

2 ^ ' 

Les racines de la première sont 

3a .a I rr- 

X = — ±-7VQ — lor. 

2 4 

Elles seront réelles si l'on a r <^ •—, et elles seront toutes 
les deux plus petites que a si l'on a 

v/g— i6r<i, ou r>f 

Il y aura donc trois positions d'équilibre pour lesquelles 
le sommet C sera immergé, si r est compris entre 4 et 
j-h-pj. L'équation relative aux deux sommets immergés 
a pour racines 

3 <7 ,a ,—-. 

ses racines seront réelles si l'on a r> —, et elles seront 
plus petites que a sî Ton a 

v/i6r— 7<i, ou r<l; 

il y aura donc trois positions d'équilibre pour lesquelles 
les deux sommets A, B seront immergés, si r est compris 
II. 16 
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entre { — j-^ et 7, condition qui no peut être remplie en 
même temps (|ue celle qui se rapporte au cas précédent. 

155. Les prismes ou cylindres homogènes peuvent aussi 
être en équilibre, en supposant leurs arêtes yertîcales , et il 
en serait de même si , au lieu d^être homogènes ils étaient 
composés de couches homogènes, de densité variable, et per- 
pendiculaires aux arêtes. Dans ce cas , les centres de gravité 
du liquide déplacé et du corps solide étant nécessairement 
sur la même verticale , il suffirait que le poids du premier 
fut égal à celui du second pour que l'équilibre eût lieu. Si, 
au lieu d^un cylindre, on avait un solide de révolution, ses 
positions d'équilibre, en supposant son axe vertical , n'oflSri- 
raient pas plus de difïïcidté; il suffirait de partager le vo- 
lume par un plan perpendiculaire à son axe, de telle sorte 
que le rapport de l'une des deux parties au tout fût ^al à 
celui de la densité moyenne du corps à celle du liquide. 



Stabilité de t équilibre des cor/^ flottants. 

156. L'équilibre d^uu corps flottant est stable ou in- 
stable, suivant que ce corps tend à revenir vers sa première 
position , ou à s'en éloigner, lorsqu'il en a été tant soit 
peu écarté. Si ce corps est un prisme ayant ses arêtes 
horizontales , il est facile de voir qu'en général ses positions 
d'équilibre stable et instable se succèdent alternativement. 
En effet, si on l'écarté d'une manière continue d'une po- 
sition d'équilibre stable , pour le faire parvenir à une autre 
position stable, il tendra à revenir à la première jusqu'à 
un certain point , passé lequel il tendra à s'en éloigner pour 
se rapprocher de la seconde position. Il existe donc une 
position intermédiaire telle que, quand on l'écarté d'un 
côté ou de l'autre, il tend à s'en éloigner; et, par consé- 
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quent , cette position est celle d'un équilibre instable. Donc, 
entre deux positions d'équilibre stable, il y en a une d'é- 
quilibre instable , et réciproquement. 

157. Avant d'aller plus loin, il est bon d'observer que 
si un corps est coupé par un plan , le volume situé d'un 
côté de ce plan sera équivalent à celui qu'on obtiendrait en 
le coupant par un autre plan quelconque , faisant un angle 
infiniment petit avec le premier, pourvu qu'il passe par 
le centre de gravité de l'aire de la première section, c'est- 
à-dire, pour parler plus exactement, que la différence des 
deux volumes sera infiniment petite par rapport au volume 
compris entre ces plans. 

En effet, en négligeant les quantités infiniment petites 
par rapport à ce volume, on peut regarder la surface du 
corps comme remplacée , dans le voisinage de la section , 
par une surface cylindrique qui lui serait perpendiculaire. 
Or on sait qu'un cylindre tronqué a pour mesure le produit 
d'une de ses bases par la perpendiculaire abaissée du centre 
de gravité de la seconde sur le plan de la première 5 d'où il 
résulte que toutes les sections menées par ce point, qui 
sera leur centre de gravité, donneront des cylindres tron- 
qués égaux en volume , et , par conséquent , que les volumes 
compris entre deux sections quelconques, dont l'un s'ajoute 
et l'autre se retranche à l'un des cylindres tronqués pour 
former l'autre, sont équivalents. 

Il est évident que la proposition énoncée et sa réciproque 
sont des conséquences de ce théorème. 

158. Cela posé, considérons un corps en équilibre sur 
un liquide homogène 5 les centres de gravité de ce corps et 
du liquide déplacé sont situés sur une même verticale, et 
les poids de ce liquide et du corps sont égaux. Déplaçons-le 
maintenant infiniment peu d'une manière quelconque , en 
imprimant à tous ses points des vitesses infiniment petites; 

16. 
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Fëquilibrc sera stable , si ce déplacement reste toujours in- 
finiment petit, et instable dans le cas contraire; la ques- 
tion consiste à distinguer ces deux cas Fun de Tautre, et 
c'est ce que nous allons faire au moyen du principe des 
forces vives. 

Soient LQM [fig- 9) la section de la surface du corps 
par le plan horizontal qui termine le liquide, ou la ligne de 
flottaison ; 

ANBI la position qu'a prise, après le dérangement, la 
ligne de flottaison relative à l'équilibre; 

L'NM'I la section faite dans le corps par le plan hori- 
zontal mené par le centre de gravi lé C de l'aire ANBI que 
nous désignerons par b ; 

G le centre de gravité du corps ; 

O celui du liquide déplacé par la partie ADB du corps; 

V le volume de ce liquide dont le poids est égal à celui du 
corps ; 

Q Tangle de GO avec la verticale; 

Ç la distance du point C au niveau du liquide, qui sera 
pris pour plan des x et y\ GO = a ; 

p la densité du liquide, et M la masse du corps. 

Les forces qui sollicitent le corps sont la pesanteur et les 
pressions exercées par le liquide sur la partie plongée de sa 
surface. La première se réduit à une force verticale, agis- 
sant de haut en bas et égale au poids du corps , qui est M g', 
ou /^p V. Les autres produisent le même effet que si tous les 
éléments de la partie plongée du volume du corps étaient 
sollicités par des forces verticales, dirigées de bas en haut 
et égales aux poids de ces éléments, considérés comme for- 
més du liquide lui-même. 

Les composantes X, Y sont donc nulles pour tous les 
points; et si Ton prend l'axe des z dans le sens de la pe- 
santeur, on aura Z == gf pour tous les éléments du corps, et 
Z = — g pour les éléments de la partie plongée , consi- 
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dérée comme formée du liquide. En considérant ainsi Z , le 
principe des forces vives donnera Téquatiou 

(i) 2tf»rf/w = ^l.dmfZdz-^C. 

m 

Les vitesses étant supposées très-petites , le premier membre 
est une quantité très-petite du second ordre, et dans le cal- 
cul du second membre, on n'aura le droit de négliger que 
les termes qui n'influeraient sur les résultats que de quan- 
tités d'un ordre supérieur au second. 

Considérons d'abord les termes du seopnd membre qui 
proviennent du poids des éléments du corps. On aura alors 

J'Zdz=z gz et 22dmfZdz = 2g^zdrn=zigMziy 

Zi étant le z du centre de gravité du corps. 

Quant à la partie immergée, nous la considérerons d'a- 
bord comme composée de la partie comprise entre Jes sec- 
tions horizontales LQM, L'NM', et du volume situé au- 
dessous de la dernière. Ce dernier volume est lui-même 
égal au volume ADB ou V, augmenté du volume INBM', et 
diminué de INUA. 

La valeur de z étant actuellement — g^ , on a 

fZdz=:^g{z — Zo)y 

et cette intégrale restera constamment égale à gZo quand z 
sera négatif, la force Z devenant alors nulle. En reportant 
gZo dans la constante totale, on écrira seulement 

fZdz = -^ gz 
Si d<ù désigne l'élément de volume , ou aura 

dm z=: pd($i 

et 

nldm fZdz =: — 2gpJ^zdtii. 
U ne s'agit donc plus que de calculer, pour les quatre vo- 
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lûmes que nous venons d'indiquer, fzd^^ qui est le mo-^ 
ment, par rapport au plan XY, du volume de la partie plon- 
gée, dans la position du corps à une époque quelconque. 

Le déplacement étant supposé infiniment petit, les di- 
verses sections que nous avons faites dans le corps peuvent 
toutes être considérées comme équivalentes à & ^ et la poi^ 
tion comprise entre les deux qui sont parallèles , peut être 
regardée comme cylindrique. Ainsi, pour cette première 
partie, on aura 

Pour le volume ADB , on aura 

Jz rf « = V (z, — a ces ô ) , 

ou, en remplaçant cos0 par i ? 

f zd(ù=.V Zi — y a H > 

si le point O est au-dessus de G; [dans le cas contraire, il 
faudrait changer le signe de a. Le volume INBM' peut se 
décomposer en éléments prismatiques, ayant leurs arêtes 
verticales , et pour bases les éléments de l'aire ANBI. 

Soient tZ A un de ces derniers, situé en R ; RS = i/ la per-^ 
pendiculaire abaissée sur IN , et RT la hauteur du prisme. 
Son volume sera RT^Acosô, expression qu'on peut rem- 
placer par uOdl'^ en la multipliant par le z du milieu de 
RT, qui est (l* H- ^ m tang 9 , ou simplement ^-|-|m0, on 
aura la valeur de Jzd<ù relativement à cet élément : on 
trouvera ainsi 

aQ<^>(Ç -+-|a0), 

expression que Ton devra intégrer dans toute l'étendue de 
Faire INB. 

Mais on trouverait une expression semblable pour les 
éléments du volume ENLA , à l'exception du z du milieu du 
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prisme, qui serait égal à Ç — i"6; et comme les termes 
provenant de ce volume doivent être changés de signe, ils 
seraient exprimés par 

D'où Ton voit qu'il suffira de faire la somme des termes do 
la forme 

dans toute l'étendue de Taire ANBI , en rcgaixiant // comme 
positif dans la partie INB, et comme négatif dans Tautre. 
Mais fudl est nul , puisque IN contient le centre de gra- 

vite de l'aire ANBI; il reste donc -fu^dl. Désignons par 

bh} l'intégrale y m' Ji, qu'on peut appeler le moment d'iner- 
tie de l'aire ANBI par rapport à NI, l'expression précédente 

deviendra • 

Réunissant les diverses parties de Jzcliù^ il vient 

et l'équation (i) devient, en observant que M=Vp et com- 
prenant le terme igp^ a dans la constante, 

si le point O était au-dessous de G, il faudrait, comme nous 
l'avons fait remarquer, changer a en — a. 

La constante c se déterminera par l'état initial ; et si les 
vitesses initiales sont nulles ou infiniment petites, c sera 
elle-même infiniment petite. 

Cela posé, le premier membre de l'équation (2) étant 
essentiellement positif, il en sera de même du second, et 
par conséquent les termes négatifs doivent constamment 
donner une somme infiniment petite, puisqu'elle doit être 
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moindre que c ^ ce qui exige que et ^ restent infiniment 
petits. D^où l'on conclut que, lorsque le centre de gravité 
du corps est au-dessous du centre de grai^ité du liquide 
déplacé dans l'état d'équilibre ^ le dérangement restera 
toujours infiniment petite et par conséquent V équilibre 
est stable. Mais si le centre de gravité du corps est au- 
dessus de celui du liquide déplacé, l'équation (a) se change 
dans la suivante : 

Or, quoique c soit infiniment petit , d et ^ pourraient cesser 
de l'être si tous les termes qui renferment leurs carrés 
n'étaient pas négatifs. U est donc nécessaire, pour la stabi- 
lité de l'équilibre , que l'on ait 

bh"^ — flV^o, ou «<C"^î 

et comme bh^ change en même temps que la direction de 
IN , il faut que l'inégalité précédente ait lieu , en prenant la 
plus petite valeur dont bh^ soit susceptible, quand on sup- 
pose que IN prend toutes les directions autour du centre de 
gravité C de l'aire ANBI. L'équilibre peut donc encore être 
stable lorsque le centre de graMé du corps est au-dessus 
de celui dujluide déplacé; il suffit que la distance de ces 
deux points soit moindre que le plus petit des moments 
éCinertie de l'aire de la section àjleur d'eau par Rapport 
aux droites menées par son centre de grayité , dis^isé par 
le volume immergé. 

Oscillations d^un corps flottant. 

159. Supposons qu'un corps symétrique, quant à sa figure 
et à sa densité, par rapport à un plan vertical, soit écarté 
infiniment peu de la position où il est en équilibre stable à 
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la surface d'un liquide , de telle sorte que son plan de symé- 
trie soit resté vertical 5 et supposons, en outre, que toutes 
les vitesses initiales soient nulles. 

D est d'abord évident que tout étant symétrique, tant dans 
les forces que dans le déplacement, par rapport au même 
plan vertical , ce plan restera constamment vertical ^ et la 
position du corps sera déterminée à chaque instant , si Ton 
connait la position d'un de ses points, par exemple de son 
centre de gravité , et la direction d'une ligne fixe dans 
ce corps , par exemple celle qui , dans l'état d'équilibre , 
contenait les centres de gravité du corps et du liquide 
déplacé. 

Nous emploierons les mêmes dénominations que dans la 
question précédente, et il s'agira de déterminera et ^(/îg*: 10) . 
Lorsque ces quantités seront connues , la position du centre 
de gravité le sera aussi. Car, toutes les forces étant verti- 
cales , ce point se meut sur la verticale passant par sa po- 
sition initiale; on pourra donc le construire dès qu'on 
connaîtra l'angle et la distance ^ du point C au niveau 
du liquide. D'ailleurs l'expression de son ordonnée GF = ^1 
peut facilement s'obtenir. Soient GH = /, CH = p, on 
aura 

z, = / CCS 9 — /? sin + Ç , 

ou , en négligeant les infiniment petits d'ordres supérieurs 
au premier. 

Le problème est donc entièrement ramené à la détermina- 
tion de 6 et (^. 

Le centre de gravité G se mouvant comme si toute la 
masse M y était réunie et que toutes les forces y fussent 
appliquées, on en déduira facilement une première équation 
entre 6 et ^. En eflFet , il suffira de supposer en G deux forces 
verticales : l'une égale à Mg^, et dirigée dans le sens de la 
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pesanteur^ Tautre, dirigée en sens contraire et ^ale au 
poids du liquide déplacé. Or, les volumes BCM', ACL! étant 
équivalents , le volume LDM est égal à V -f- 6 Ç, et son poids 
est gp^ -h gpb^'^ et comme M=pV, la résultante de 
toutes les forces sera — gP^K- ^^ ^vlv^ donc 

M— =-^/5^Ç, ou _ + ^Ç=:o, 



ou 



Nous obtiendrons une seconde équation en considérant le 
mouvement de rotation autour du centre de gravité, sup- 
posé immobile. 

Le poids du corps étant détruit, puisque le centre de gra- 
vité est fixe , il ne reste à considérer que la somme des mo- 
ments des forces provenant de l'action du liquide , et qui 
sont appliquées, comme nous l'avons déjà dit, à tous les 
points de la partie immergée du corps. 

Le moment résultant de toutes les forces relatives à la 
partie LML'M', et considéré comme positif lorsqu'il tend 
à diminuer l'angle 9 , est 

^p^Ç(/sin6 -h p cos ô ) , 

et peut se réduire à gpbp^. Il faut y ajouter les moments 
provenant de ADB, M'CB, et en retrancher celui qui pro- 
viendrait de ACL'. 

Or, la résultante des forces verticales appliquées à tous 
les points du volume ADB est appliquée en O et égale à 
g"jû V; le moment résultant sera donc g p^ et sin 6, ou 
gpaNQ. 

Si maintenant nous décomposons le volume M' CB 
comme dans la question précédente , le moment du prisme 
ayant pour base dl sera, en désignant par u sa distance à 
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la perpendiculaire au plan de symétrie menée par C , 

gpQ ud\ (/ sin 6 + /? cos + w cos 9 ) , 

ou simplement 

gpBu{p H- m) (il, 

et Ton devra faire la somme des expressions semblables 
dans toute l'étendue de l'aire projetée suivant CB. 

Quant au volume ACL', il faut supposer à tous ses points 
des forces dirigées dans le sens même de la pesanteur, et le 
moment d'un élément dl sera 

uf désignant les distances dirigées en sens contraires de celles 
qui sont désignées par u. Si donc on intègre 

gpQu (p -H u) d\ 

dans toute l'étendue de Taire i, en regardant u comme po- 
sitif à droite de C , et^ comme négatif à gauche , on aura la 
somme algébrique des moments correspondants aux deux 
parties M'CB, ACL'. On trouve ainsi 

g ^^pfud\ 4- gp ^fu^dl. 

Or Judï. est nul, puisque le centre de gravité de Taire b 
est sur la droite projetée en G ; et si Ton pose encore 

Ju'd\z=bh\ 

la dernière expression se réduit à 

gbp^li^. 

En réunissant tous les moments, on obtient 

et Ton devrait changer a en — a si \v point O était au-des- 
sous de G. 
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Or, d'après la ihcoric du mouvcmeul autour d'un axe 
fixe, cette somme de moments doit être égale à 

MAr' étant le moment d'inertie du corps par rapport à la 
perpendiculaire au plan de symétrie , menée par son cen- 
tre de gravité ^ on aura donc , en remplaçant M par pV, 

Les équations (i) et (2) renferment la solution complète de 
la question; elles se rapportent au cas où le centre de gra- 
vité du corps est au-dessous de celui du liquide déplacé dans 
la position d'équilibre. Il suffira d'y changer le signe de a, 
dans le cas où ces deux points seraient placés d'une manière 
inverse. 

160. Intégrons d'abord ces équations en supposant que 
le corps soit, en outre, symétrique par rapport au plan 
mené par GO perpendiculairement au premier; ce qui est 
à peu près le cas des bâtiment^ de mer. 

Nous aurons alors p = o, et les équations deviennent 

Ces équations peuvent s'intégrer indépendamment l'une de 
l'autre , et l'on trouve 

Ç = o.cos(r^f 4-a')> e = 6cos[i^£ÏM!^) + 6']. 
i l'on suppose, pour plus de simplicité, que les vitesses 
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initiales soient nulles, on aura 

"7. = ^' ^ = ^' 

en même temps que f = o , ce qui exige que Ton ait 

a' = o , 6' = o ; 

et les valeurs de et ^ seront 



( 3 ) Ç = a ces t 






les constantes a, 6 représentent alors les valeurs initiales 
de Ç et 0, et Ton voit que et Ç resteront constamment très- 
petits , puisqu'ils seront tout au plus égaux à a et S. 

La valeur de z^^ étant / -I- ^, le mouvement du centre de 
gravité G sera le même que le mouvement vertical du point 
C. Ces mouvements, ainsi que celui de la droite GO 
autour du point G , sont les mêmes que ceux de pendules 
simples. 

Si le point G est au-dessous de O , la valeur de sera 



= 6cos^y/ 



e_.... . / S{l^h^-a\) 



et si Ton a 

^A»-_ ûV> o, 

9 restera toujours inférieur à S, et par suite très-petit. 

Mais si l'on avait bh* — a V <[ o, la valeur de s'expri- 
merait par des exponentielles , et ne resterait plus très- 
petite lorsque t croîtrait indéfiniment. La condition de 
stabilité de l'équilibre est donc bh^ — a V ]> o lorsque G 
est au-dessus de O. C'est celle que nous avions déjà trouvée 
plus généralement. 

161. Pour intégrer les équations générales (i) et (2), 
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on commencera par éliminer -77 de la première, ceqal 
la réduit à 

'd?^ n¥ ^^ W^ ®-''' 

Sî Ton fait, pour abréger, 

les deux équations à intégrer seront 



-^ + aÇ -f-;?60=: o, 



— +afç + 60 = o. 



Multiplions la seconde par une indéterminée A, et ajou- 
tons-la à la première \ puis posons 

il en résultera 

— H-(a-hX5)ar=:0, 

d'où 

x:= ccos f \/a -h >^, 

en supposant les vitesses initiales nulles. 

Désignant par 7.i, A, les deux racines de FéquationX, 
que nous supposerons réelles, et telles que û; + ^^ soit po- 
sitif, sans quoi a: ne resterait pas toujours très-petit, nous 
aurons 

, , , ( ç 4- >. = f ces r v/a-f->.^, 

(^) , / ^ 

{ Ç 4- Xjô = f' cos r V a -f \Jy 
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d'où Ton déduira facilement les valeurs de d et ^ eu fonc- 
tion de *t, et des constantes c , c', qui se détermineront par 
les valeurs initiales de ^ et 0. 

162. On peut remarquer que si , à partir de G ^ on porte 
sur la droite AB deux longueurs égales à Xj , X, , d'un 
côté ou de l'autre suivant les signes de ces quantités, on 
aura deux points dont les distances au niveau du liquide 
seront exprimées respectivement par 

Ç-h>, e et Ç^-).,0; 

et, d'après les valeurs de ces deux expressions en fonction 
de f , le mouvement vertical de chacun de ces deux points 
sera le même que celui d'un pendule simple. Cette remar- 
que curieuse a été faite, je crois, par M. Gauchy. 

163. L'équation (ÏX* -|-(a — 6) X — Sp = o aura ses 
deux racines réelles et de signes contraires , lorsque G sera 
au*âessous de O , parce que S et (^ seront positifs. Pour 
connaître le signe de a -h X cî, on posera 

et l'on aura 

y' -(a-f.6) j-h-^=:o, 

éc[uation dont les deux racines sont positives , de sorte que 
la valeur <le x sera de la forme que nous avons supposée , et 
le déplacement restera infiniment petit. 

Si G est au-dessus de O et que l'on ail iA* — a V ]> o, 
6 restera positif et les deux valeurs de X sont réelles et de 
signes contraires; on trouve encore a -|- Xcî ]> o, et le dé- 
placement reste toujours infiniment petit comme cela de- 
vait être, puisque la condition de stabilité de l'équilibre est 
remplie. 

Mais si , G étant au-dessus de O, on a iA* — a V <; o, 6 
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est négatif, et Tune des valeurs de oc -hld est n^athe. 
Les valeurs de 9 et ^ renferment alors des exponentielles 
et ne restent plus très-petites; de sorte que les calculs 
précédents ne s'y appliquent plus. C'est, en effet, le cas 
où nous avions déjà démontré que l'équilibre est in- 
stable. 

164. Les équations (3) , relatives au cas où le corps est 
symétrique par rapport à deux plans , montrent que si la 
valeur initiale de ^ est nulle , on a a = o, et que par consé- 
quent ^ est constamment nul. Alors le centre de gravité 
reste immobile , et il n'y a qu'un mouvement de rotation 
autour d'un axe passant par ce point ; de plus, le volume 
d'eau déplacé reste constant y puisque le point C est toujours 
à la surface du liquide. 

Les équations (4)9 relatives à un seul plan de symétrie, 
démontrent que , lors même que la valeur initiale de ^ se- 
rait zéro , ce qui est le cas où le volume d'eau déplacé après 
le dérangement serait égal à Y, on n'a pas constamment 
^ = o, et par conséquent le volume inunergé ne restera pas 
égala V. 

165. Dans les premières recherches sur la stabilité de 
réquilibre des corps flottants, on considérait un point 
particulier qu'on nommait metoce/ztre 9 et que nous allons 
faire connaître , parce qu'on en fait encore usage aujour- 
d'hui. 

Lorsqu'un corps symétrique par rapport à un plan ver- 
tical est dérangé infiniment peu de sa position d'équilibre, 
il est sollicité par son poids et par la pression du liquide 
qui se réduit à une force verticale passant par le centre de 
gravité du liquide déplacé. Or, si la droite GH est rencon- 
trée par la direction de cette force au-dessus de G , le corps 
tendra à reprendre sa première position , et si la rencon- 
tre a lieu au-dessous , il tendra à s'écarter de sa position 
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d^equilîbre. D'où l'on concluait que Téquilibrc était stable 
dans le premier cas, et instable dans le second. Quant à 
ce point de rencontre que Ton nommait métaceritre, on 
le déterminait en supposant que le volume de liquide dé- 
placé était équivalent à celui qui se rapportait à la posi- 
tion d'équilibre, ou que du moins on pouvait négliger 
son accroissement infiniment petit, sans qu'il en résultât 
aucune erreur sur la limite du point de rencontre des deux 
droites. 

Celle théorie est défectueuse , parce que le volume infi- 
niment petit que Ton négligeait , bien qu'il ne déplace 
qu'infiniment peu lé centre de gravité du liquide, fait 
cependant varier d'une quantité finie la position du point 
de rencontre des deux droites, qui font entre elles un angle 
infiniment petit (i). Il faudrait donc suivre les différentes 
positions de ce point dans le mouvement du corps ; ce qui 
ne peut se faire que quand le problème est résolu , et que 
Von n'a plus besoin de savoir si les écarts restent infini- 
ment petits. Mais ce qu'il est bon de remarquer, c'est que 
lors niêmeque l'équilibre est stable, le point de rencontre 
en question se trouve tantôt au-dessus et tantôt au-dessous 
du centre de gravité du corps , excepté dans le cas particu- 
lier où la droite GO passe par le centre de gravité de la 
section à fleur d'eau. Or, il est clair que, si l'on avait su 
cela, on aurait renoncé à une démonstration qui aurait 
prouvé aussi bien la stabilité que l'instabilité de l'équilibre. 
Néanmoins il y a cela de remarquable, que le point de ren- 
contre que l'on déterminait dans l'hypothèse inexacte où 
l'on aurait pu considérer le volume immergé comme con- 
stanl, donne la véritable condition de stabilité. Les effets 
clu déplacement de ce point sur la droite GH de part et 
cî'autre de G ne peuvent renverser le corps que quand lé 



(*) Journal de l'École Polytechnique, Xxiv® cahi«i'. 
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raétaccnlre est au-dessous de G. Mais c'est ce qu'on ne 
pouvait établir que par une analyse semblable à celle dont 
nous avons fait usage. 

166. Application à V ellipsoïde, — Commençons par 
chercher la condition de stabilité de l'équilibre d'un ellip- 
soïde homogène flottant sur un liquide , et dérangé infini- 
ment peu, mais d'une manière quelconque, de sa position 
d'équilibre. Soient A, B, C {fig* n) les trois demi-axes 
de l'ellipsoïde, D sa densité, G le centre de l'ellipsoïde, 
O le centre de gravité du volume immergé LMA,- qui sera 
nécessairement au-dessous de G. Supposons que Taxe ver- 
tical A A' soit celui dont la longueur est 2A , et que l'on 
ait B ]> C ; conservons, du reste , toutes les dénominations 
précédentes. 

La condition de stabilité de l'équilibre est iA* ^ aV, 
bh^ étant le moment d'inertie de l'aire de la section LM 
, par rapport à la droite menée par son centre , qui donne le 
moment minimum. Cette droite est le plus grand des deux 
axes principaux de l'ellipse ^ c'est donc celui qui est paral- 
lèle à l'axe 2B. 

Si Ton désigne ABpar x^ l'équation qui en déterminera 
la valeur sera 

(l) 1H!=:(3A-X)^^^ 

p 

Elle exprime que le poids de l'ellipsoïde est égal à celui du 
liquide déplacé, dont le volume est 

V = !^(3A_.r. 

Le théorème des moments fait connaître immédiatement la 
valeur de a V, qui est 

4A'' ^ ' 
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Los deini-axes de la section liM ont pour valeur 

B I C / 

j-^nAx — x^ et - V 2Aj: — x^; 
A A 

le premier est parallèle à l'axe 2 B, le second à Taxe 2C de 
l'ellipsoïde, ^ice dernier est le plus petit. 

Or, le moment d'inertie d'une ellipse ayant pour demi- 
aices a^ ê est, par rapport à la direction de Taxe 6, 



4 ' 

<lonc le moment d'inertie minimum de l'aire LM sera 



ttBC^ 



et la condition de stabilité Qstque cette expression soit plus 
grande que a V5 ce qui donne, en supprimant les facteurs 

communs , 

C»>A% ou C>A; 

mais comme on a déjà B ]> C, la condition de la stabilité 
de l'équilibre se réduit à ce que l'axe vertical de rellipsoïdc 
soit le plus petit des trois. 

167. Cela posé, déterminons les oscillations de l'ellip- 
soïde, en supposant que le plan des axes 2 A, 2 C reste ver- 
tical , et que l'on ait A <^ C. 

Il faudra commencer par résoudre l'équation (i). 

On reconnaît immédiatement qu'elle n'a qu'une seule 
xacine positive comprise entre o et 2 A , et c'est celle qui 
«e rapporte à la question. Cette racine étant connue , a le 
^era , ainsi que l'aire b de la section LM , et son moment 
d'inertie 6 A*, qui a pour valeur 



j—(2Aa:-x'}. 



»7- 
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Les équations du mouvement de Tellipsoïde seront donc 
^ "^ 4IJD ^-""^ 

Dans le cas particulier où l'on aurait p == 2D, il en résid- 
terait a:= A, et les équations du mouvement se rédui- 
raient à 

d^B i5g[0-^ An 
dt''^ 8A(C'-f- A') " 

Dans ce cas, les deux mouvements de translation et de ro- 
tation s'accompliraient dans la même période de temps si 
Ton avait C = 3A. 



Equilibre dun mélange de gaz pesants. 

168. Considérons un cylindre vertical indéfini renfer- 
mant plusieurs gaz pesants , et fermé à sa base située à la 
surface de la terre,- à la distance r de son centre. Suppo- 
sons la température constante dans toute l'étendue du 
cylindre, et la pesanteur variable eu raison inverse du 
carré de la distance au centre de la terre. 

L'expérience a montré que, lorsque plusieurs gaz sont 
placés dans une même enceinte et qu'ils sont sans action 
chimique les uns sur les autres, ils ne se superposent pas, 
par ordre de densité, comme les liquides; mais chacun d'eux 
se dispose comme s'il était absolument seul dans l'enceinte, 
et la pression et la densité en chaque point du mélange 
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sont les sommes de celles que Ton observerait daus Téqui- 
libre de chacun de ces gaz • consîdéré isolément. 

Soient p' et p' la pression et la densité de Tun des gaz, 
pour une valeur quelconque de z 5 p\^ p'o leurs valeurs 
pour z = o 5 g" la pesanteur à la surface de la terre. On 
aurait;' = A'p', V étant constant, puisque la température 
est la même en tous les points , et 

X = o, Y=:o, Z = — , ^^\ , 
et , par suite , 

d^où, en remplaçant p' par ^7? 

fi 

dp' _ ^r- dz 



p' k' (r + z)»' 

puis , en intégrant à partir de -z = o, et réduisant, 






*• :7 — — T/ — ; — ' 



ou 



gr z 



et, par suite, 



/,'=/.> *'-+', 






On trouverait de même pour un autre gaz , 



- - • ' 



'/ // A" r -+■ z 

^// ^w ^ A"'r-hs 

P =Po^ > 



et ainsi des autres. Si donc on désigne par/; et p la pression 
«t la densité qu'on observerait à une hauteur quelconque 
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dans le mélange de ces divers gaz, on aura 

A'/ « gr e 



p — p» ^ "T" Po ^ 4- . . •• 

Il est bon ds remarquer que les di£R%*eiit8 gaz ne seront 
pas mêlés exactement dans les mêmes proportions à diffé- 
rentes hauteurs*, car les quantités p', p"v i^e sont pa* 
respectivement dans les mêmes rapports que p\^ plv? 
à moins que les coefficients k\ f ,... ne soient égaux, ce 
qui n'a pas lieu en général. Mais ces coefficients étant gé- 
néralement de très-grands nombres, le changement de 
proportion des gaz ne se ferait sentir qu'à des hauteiu*» 
considérables. 

Mesure des hauteurs par les observations barométriques, 

169. Supposons Tatmospltère en équilibre, et concevons 
qu'elle soit entièrement solidifiée, à l'exception d'un cylin- 
dre vertical partant de la surface de la terre et sMtendant 
indéfiniment au-dessus; la constitution de Tair dans son 
intérieur restera la même qu'auparavant , et il suffira de la 
déterminer pour connaître celle qu'avait d'abord Tatmo- 
sphère. Or, si nous pouvons calculer la pression du gaz 
dans ce cylindre en fonction de la hauteur, la connaissance 
de cette pression en un point quelconque conduira à celle 
delà hauteur de ce point; et d'ailleurs la pression pourra 
être déterminée au moyen du baromètre, en tenant compte 
de quelques circonstances accessoires. Occupons-nous donc 
de chercher la formule qui lie la hauteur à la pression dans 
ce cylindre atmosphérique en équilibre. 

Supposons que la pesanteur varie en raison inverse du 
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ïîarré de la distance au centre de la terre , et ne tenons pas 
compte du changement insensible qu'opérerait dans cette 
loi le changeiaent de la force centrifuge dans l'étendue 
verticale où sont renfermés les points que nous compare- 
rons. Soient g l'intensité de la pesanteur à la surface de la 
terre au lieu que l'on considère, r la distance de ce point 
de la surface au centre de la terre , et g' sa valeur à la dis- 
tance r -^ Zj on aura 



o' — o 



Soient 6 la température d'un gaz, a le coefficient de dilata- 
tion des gaz pour une élévation de température de i degré 
centigrade , et % un coefficient constant pour un même gaz \ 
on aura l'équation suivante : 

/? = /p (i -h aô). 

' Cette même formule est évidemment applicable à un mé- 
lange de plusieurs gaz ou vapeurs dans des proportions in- 
variables, le coefficient fc ayant une certaine valeur moyenne 
entre celles qui se rapporteraient à chacun d'eux. C'est celle 
que nous adopterons pour l'air, parce que l'expérience a 
prouvé que la proportion des gaz qui le composent est la 
même à la surface de la terre et aux plus grandes hauteurs 
où Ton s'est élevé dans la verticale. Quant à la vapeur qui 
s'y trouve mêlée, et qui est en assez faible quantité à des 
hauteurs un peu considérables, il faudra aussi admettre 
qu'elle entre dans une proportion constante, qui sera une 
moyenne enthe celles qu'on observerait aux deux points ex- 
trêmes dont on cherche la difîerence de hauteur. 

Le coefficient a est à peu près le même pour tous les gaz 
ainsi que pour les vapeurs et égal à o,oo366. Mais, comme 
la quantité de vapeur contenue dans l'air augmente avec 
la température, et que la vapeur a une densité moindre que 
Vair, sous une même pression, il s'ensuit que, quand la 
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lempéralure s'élève ^ la densité de l'air doit diminuer un 
peu plus rapidement que ne l'indiquerait la formule précé-» 
dente. On aura égard à cette circonstance eq.augmentant le 
coefficient a , et la valeur qu'on lui donne ordinairement à 
cet effet est 0,004. 

Cela posé, il faudra faire, dans l'équation générale de 
l'équilibre des fluides , 

X = o, Y=:o, 'Z = -.^^j 
on aura 

^^P = — p- r,9 

ou, en remplaçant p par sa valeur en fonction de p^ 

ip gr^ dz 



ttt} 



La température 6 varie suivant une loi inconnue avec la 
hauteur, et l'on s'écartera peu de l'exaètitude en lui suppo- 
sant une valeur constante, égale à la moyenne des tempéra- 
tures des deux points extrêmes que l'on considère. D'après 
cela , l'équation précédente donne , par l'intégration de ses 
deux membres , 

C désignant une constante arbitraire que Ton déterminera 
au moyen des données relatives à la première des deux sta- 
tions dont ou demande la différence de hauteur. . 

Soient -?o et p^ les valeurs de ^ et de ^ à la première sta-^ 



tion ; on aura 



^t, eft Sioustrayant les deux équations l'une de l'aulrc, 



P^ _ ^'^ 



2 



1 . ^ = -. 



/•(l -f-«0)(^+ Zo) r -^ z 



DEUXIÈME PARTIE. — HYDROSTATIQUE., 265 

Si l'on désigQe par Z les hauteurs verticales au-dessus de 
la première station , c'est-à-dire si l'on pose z — ^o = Z , et 
qu'on fasse r-h Zo = R, Féquatîon précédente devient 



p /Î-R(i-Ha0) R-f-Z 
Soient ^0» ^ les températures de l'air aux deux stations, la 

valeur de Q sera *, mais , pour ne pas compliquer l'é- 

quation, nous continuerons à la désigner par S. Quant au 
rapport —5 il peut s'exprimer au moyen des hauteurs ba- 
rométriques correspondantes aux pressions p^ po'i pourvu 
qu'on y ramène le mercure à une même température, et 
que, de plus, on ait égard à la variation de la pesanteur en 
passant d'une station à l'autre. 

En effet , en désignant par D la densité du mercure «^ 
o degré , par //o , h les hauteurs barométriques correspon- 
dantes aux deux stations et ramenées à la même tempéra- 
ture , par exemple à o degré , et par g^ , g^ les valeurs de la 
pesanteur à ces deux stations , on aura 

d'où l'on conclut 

Substituant dans Téquation (i) et remplaçant les logarith- 
mes népériens par les logarithmes ordinaires , divisés par le 
module M dont la valeur est 0,434^94^ ? oïi obtient 

1 70. La correction qu'il faut faire aux indications du ba- 
romètre est très-facile. Soient To, T les températures du 
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mercure aux deux stations, lesquelles sont indiquées par 
des thermomètres adaptés au baromètre ; et H^ , H les hau- 
teurs indiquées par le baromètre. 

Le mercure se dilatant de —^ de son volume à o degré, 
pour chaque degré du thermomètre centigrade , les valeurs 
que prend sa densité aux températures o et T© sont entre 

elles dans le rapport de i H- ^^^ à l'unité. Or, la pression 

de Pair est mesurée par le poids d'une colonne de mercure 
ayant l'unité pour base, et pour hauteur celle qu'indique 
le baromètre vertical 5 de sorte que , pour une même pres- 
sion , cette hauteur sera en raison inverse de la densité du 
mercure. Donc entre Hq et h^ , on aura la relation 



on aura de même 



4' où l'on tire 






1 + 



555o)' 



'^5553)' 



T 

H- 



/to Ho 555o 

h'^W To ' 

* "^ 555o 

ou , en négligeant les puissances de * ^ ? supérieures à la 
première , 

/io Ho 






) 



On voit donc qu'il suffira de prendre A, ^ H„ et de rempla- 
cer A par 

Nous laisserons, pour plus de simplicité, dans la for- 
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mule (2) , les quantités A^ et h qui sont maintenaut déter- 
minées, diaprés les observations faites aux deux stations. 

Il y a encore une autre correction à faire à la formule (2), 
et qui est relative à la latitude du lieu de l'observation. 

Nous avons désigné par g la pesanteur considérée à Pa- 
ris , et sa valeur est 

5^ = 9,80896. 

La formule (2) ne se rapporterait donc qu'à des observa- 
tions faites à Paris. Pour qu'elle soit applicable dans tous 
les lieux, il faut y substituer à g l'expression suivante : 

I — o , 002588 cos 2 J> 
ï — 0,00 2588 cos 21];, 

(fi désignant la latitude du lieu de l'observation , et ^1 celle 
de Paris. 

EId faisant cette substitution dans l'équation (2), le se- 
cond membre aura un coefficient purement numérique, que 
ron peut calculer directement, ou déduire de l'équation 
même , dans laquelle on substituerait à Z la valeur résultant 
de mesures trigonométriques. Ces deux procédés donnent 
sensiblement le même résultat ; si , de plus , on suppose que 
la première station ait lieu sensiblement au niveau de la 
mer, auquel cas on a 

z, = 0, R = r, Z = z, 
la formule (2) deviendra 

,,. i8336™(n-aô) r Ao , / z\~] / z\ 

^^) ^= i--o,oo2588cos24 '"^>r-^^'^gO"^"^)J V'^'r} 

171. Pour calculer la valeur de z, on commencera par 
substituer à et t{/ les valeurs données par les observations 5. 
et si, pour abréger, on fait 

i8336(i+aô) _ 

— A , 



l — O ,002688 cos 2^^ 
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on aura 



= A[los^^-H.log(. + -;)](.4-j) 



Négligeant d'abord - par rapport à i, on aura une pre- 
mière valeur approchée, que nous désignerons par Zi, et 
qui sera 

z. = A log ^ j 

pour avoir une seconde valeur plus approchée z^ , ou sub- 
stituera Zi k z dans le second membre, et Ton aura 

z. = A[log^ + .log(.H-i!)](,+ ±). 

On substituera ensuite cette nouvelle valeur à z , dans le 
second membre de la même équation , et Ton aura encore 
une autre valeur plus approchée pour z. On pourrait conti- 
nuer indéfiniment ces approximations successives; mais, le 
plus ordinairement, on pourra s'arrêter à z^. 

Lorsque - est très-petit , on peut le négliger entièrement 

dans la formule ( 3) ; mais alors il est nécessaire d'augmen- 
ter un peu le coefïîcie»t i8336. M. Ramond a conclu d'un 
grand nombre d'observations faites dans le midi de la France, 
qu'il fallait le remplacer par 18393 ; comme en même 
temps cos 2^ était sensiblement nul , il employait la formule 
très-simple 

z == i83g3 (i + aô) log ~. 
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HYDRODYNAMIQUE. 



172. L'Hydrodynamique a pour objet le mouvement des 
fluides. 

Pour se faire une idée exacte du problème considéré de 
la manière la plus générale , il faut supposer qu'à un instant 
déterminé , que l'on prendra par exemple pour origine des 
temps, on connaisse 1^ position de toutes les molécules qui 
composent le fluide, et les vitesses dont elles sont animées ; 
que , de plus , on donne les forces extérieures qui agissent 
sur tous les points du fluide , les pressions et les autres con- 
ditions relatives à ses limites dans tous les sens. Cela posé, 
il s'agit de déterminer le mouvement de chaque molécule 
en particulier, c'est-à-dire de trouver l'expression de ses 
trois coordonnées eu fonction du temps, et de connaître, 
de plus, la pression et la densité en un point quelconque 
et à un instant quelconque. 

Les coordonnées x ^ j ^ z d'une molécule déterminée 
sont des fonctions de la seule variable t. Mais ces fonc- 
tions changent d'une molécule à l'autre et dépendent, par 
conséquent, des coordonnées «, /?, c du point où se trou- 
vait la molécule que l'on considère, à l'origine du mouve- 
ment. On doit donc regarder x^y^ z comme des fonctions 
des quatre variables indépendantes «, i , c, f -, et si l'on 
peut trouver l'expression générale de ces trois fonctions, 
on connaîtra exactement le mouvement de telle molécnle 
que l'on voudra, à partir do sa position initiale. 
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173. Si le problème était résolu, et que ron connut 
ces trois fonctions de «, è, c, /, on en pourrait déduire a, 
i, c en fonction de x, y, z j f , et, par conséquent, toute 
fonction des variables indépendantes a, &, c^t peut être 
considérée comme fonction des quatre variables îndépen^ 
dantes x^ y^ z, t. Ainsi, par exemple, les composantes 

de la vitesse d'un point du fluide, — j ^» ;t ' que nous re- 
présenterons respectivement par m, i^, w, étant dépen- 
dantes de a, 6, c, f , pourront être regardées comme dépen- 
dantes de j:, y^ z^t\ et c'est d'ailleurs ce que l'on conçoit 
à priori 5 car, si l'on considère un point quelconque du 
fluide, dont les coordonnées x^y^ z restent constantes, les 
quantités u , i^, w relatives à ce point changeront avec le 
temps, et sont, par conséquent, dçs fonctions de t. De 
même, si on laissey, zext constants et qu'on fasse varier jr, 
c'est-à-dire si au même instant on considère les- différents 
points d'une parallèle à l'axe des x\ m, i>, -w varieront en- 
core^ elles sont donc fonction de la variable indépen- 
dante x<f et ainsi des autres^ d'où il résulte que u, ^, iv 
sont des fonctions des quatre variables indépendantes x,/, 
^, t. On en dirait autant de toute fonction de a, i, c, t. 

174. Il est facile de voir que le problème que l'on se 
propose serait résolu si l'on pouvait déterminer complète- 
ment M, ^^5 w en fonction de x^ yl z^ f ; car, pour connaître 
le mouvement d\ine molécule en particulier, il suffirait de 
considérer Xy y^ z comme des fonctions de t seulement, et 
de poser 

dx djr dz 

dF="^ 5^ = "' .* = '"' 

on aurait ainsi trois équations différentielles entre a:, y, 
z^ ty après que Ton aurait remplacé //, ^', iv par leurs va- 
leurs; en les intégrant, on connaîtrait x^ y^ z en fonction 
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de f , et l'on déterminerait les trois constantes que cette in- 
tégration introduirait en exprimant que, pour i = o, a:, 
y, z prennent les valeurs des coordonnées initiales de la 
molécule que l'on considère. 

175. Équations du mouvement des fluides» — Soient 
ILdm^ Ydm^ Zdm les composantes de la force appliquée 
à la molécule dont la masse est dm; u^ v^ w les compo- 
santes de sa vitesse, et u', v\ w' les dérivées par rapport 
à £j des quantités respectives m, v», w considérées comme 
relatives au mouvement d'une molécule déterminée , et , par 
conséquent, coâ&me des fonctions de la seule variable t. 

Nous ne pouvons représenter ces dérivées par j~' y ^ 

parce qu'on les confondrait avec les dérivées partielles de //, 
f', w par rapport à t. Soient enfin p la pression et p la den- 
sité, qui peuvent varier avec a:, y, -z, t. On formera d'a- 
bord trois équations du mouvement du fluide, au moyen du 
principe de d'Alembert, en observant que le fluide serait 
en équilibre si une molécule quelconque dm, était sollicitée 
par la force ayant pour composantes 

d'où résultent les trois équations 
g=p(X,-«'), |=P(Y-.'), | = P(Z-.'). 

Pour obtenir les expressions de u\ i>', w', il faut observer 
que M, 1^, w doivent être diflerentiées en regardant x^j^ z 
comme les fonctions de t qui se rapportent au mouvement 
de la molécule dm^ et que, par conséquent, les accroisse- 
ments de a:,y, z, correspondants à l'accroissement dt du 
temps , ont pour valeurs 

(Ix = udt^ (ly z=z vdty dz z= wdt. 
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On aura, d'après cela, 

, (lu du du du 

u = hu h «' 3 h «' -r-ï 

at dx dy dz 

dv dv dv dv 

dt dv dy dz 

dw dw d(v div 

w =- [-u—-'-h('-} h i^ -7-9 

dt dx dy dz 

et les trois équations précédentes deviennent 

i dp du du du du 

. . I ^ ^P -.r ^f' dv dv dv 

^ ' ^ ^ dy dt dx dy dz 

l ftp „ d^ dw dw dw 

— i- = Z u — - — V w — • 

^ dz ^ dt dx dy dz 

Ces trois équations ne suffisent pas pour la détermination 
des cinq fonctions p, p, m, i>, w. Il en faut deux de plus, 
à moins que p ne soit constant, et, dans ce cas, il n'en res~ 
teraît qu'une à trouver. Nous allons voir comment on peut 
trouver ces équations d'après la condition que le fluide reste 
continu. 

176. Concevons que l'espace occupé par le fluide soîi 
partagé en parallélipipèdes infiniment petits dx^ dy^ dz. 
Après le temps dl^ ils doivent se trouver encore remplis 
par le fluide , excepté peut-être ceux qui se trouveraient à 
la surface libre, et, par conséquent, l'accroissement de la 
densité dans chacun d'eux sera égal à l'accroissement de la 
masse qui y était renfermée, divisée par le volume. Pour 
exprimer cette condition, il faut chercher l'excès de lat 
masse de fluide qui est entrée dans un quelconque d'entre 
eux, sur la masse qui en est sortie pendant le temps dt. 

Soient X, j, z {Jig^ ii) les coordonnées du sommet M 
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de ce parallélipipède ^ x -^ dx^ y H- dj^ z -h dz celles du 
sommet oppose S; m, i^, w les composantes de la vitesse 
du point situé en M après le temps f , et p la densité en ce 
point au même instant. 

La direction de là vitesse variant d'une manière conti- 
nue, s'il entre du fluide par une face, il en sortira par la 
face opposée, et si l'on calcule l'excès de la masse de la pre- 
mière quantité sur la seconde pour les trois couples de faces 
parallèles, leur somme sera l'accroissement de la masse 
renfermée dans le parallélipipède. 

Considérons d'abord la face MPQR et sa parallèle. Si p 
et u étaient constants dans Tétendue île chacune d'elles, la 
masse introduite par la première serait 

pudfdzctt y 
la masse sortie par )à seconde serait 



I pM H ^^—^ dx I dfdzdtj 



et Texcès aurait pour expression 

d (pu) 



dx 



dxdydzdt. 



Or, on peut admettre qu'il en est ainsi; car, si l'on consi- 
dère deux points T, V pris respectivement dans les deux 
faces et situés sur une parallèle à Taxe des x^ la différence 
des valeurs de pu en ces deux points ne surpasse la diffé- 
rence des .valeurs de pw aux points M et N, que d'une 
quantité infiniment petite par rapport à elle-même, puis- 
qu'il suffirait de remplacer dans cette dernière les coordon- 
nées de M par celles de T pour obtenir les expressions de 
la première. 

De même, l'excès de la quantité de masse entrée par les 
deux faces dxdz , dxdy sur celle qui est sortie par les faces 
II. i8 
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parallèles, esl i'\[»rinié respcclivemeiit par 

Divisant la somme des trois excès par le volume dxdjdzj 
on connaîtra T accroissement de la densité du liquide con- 
tenu dans le parallélipipède , ou de la densité au point 
dont les coordonnées sont a:, y^ z. Ce sera donc la diffé- 
rcnûelle partielle de la densité par rapport au temps, ei 
Ton aura, par conséquent, Téquatîon 

. , dp d.ûu d,ùv d.ûiv 

Examinons maintenant de quelle manière elle doit être 
interprétée dans les différents cas que peuvent présenter les 
fluides. 

177. S'il s'agit d'un liquide, c'est-à-dire d'un fluide in- 
compressible, et que sa densité soit la même en tous les 
points, et indépendante du temps, Féquation (2) se ré- 
duit à 

du du dw 

^ ' dx dy dz 

Dans ce cas, il n'y a que quatre fonctions inconnues /?, w» 
^5 w, puisque p est donné. Les équations (i) et (3) suffisent 
donc pour leur détermination. 

178. Si Ton considère maintenant un liquide hétéro- 
gène, la densité de chaque molécule est invariable; mais 
|0 n^en est pas moins une fonction de x ^y^ z, t. Pour ex- 
primer que cette fonction reste constante pour une même 
molécule, il faut chercher sa différentielle totale en ex- 
primant que dx^ dy^ dz ont les valeurs correspondantes 
au mouvement de cette molécule, et l'égaler à zéro. On ob- 



• « 
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tient ainsi 

,,, dp dû dû dp 

ce qui réduit Tëquation (2) à 

, ^ . du dv dw 

^ ' dx dy dz 

Dans ce cas, il y a cinq fonctions à déterminer, savoir, />, 
p, M, V, w, et un même nombre d'équations (i), (4), (5), 

179. S'il s'agit d'un fluide compressible dont la tempé- 
rature est constante, on a entre /; et p la relation 

qui, jointe aux équations (i) et (2), détermine les cinq 
fonctions inconnues. 

180. Condàions relatwes à la surface, — Les équations 
que nous avons obtenues jusqu'ici s'appliquent à tous les 
points de l'intérieur du fluide; et s'il est indéfini, il ne 
reste à y joindre que les conditions relatives à l'état initial. 
Mais si le fluide est terminé, il existe des équations parti- 
culières pour les points qui se trouvent à sa surface. On 
suppose ordinairement que les points qui étaient d'abord 
en contact avec une paroi mobile ou immobile, y restent in- 
définiment, et que les points qui appartenaient primitive- 
ment à la surface libre ne cessent jamais d'en faire partie. 
Ces hypothèses restreignent les déplacements*, et, malgré 
cela, il est encore bien peu de cas où les calculs puissent 
s'effectuer complètement. 

Soit F (x, y^ z^ r) = o l'équation d'une surface sur 
laquelle un point du fluide doit constamment se trouver. 
Supposons que , pour une certaine valeur de ^, ses coor- 
données y satisfassent, et que t croisse de dt\ ces coordon- 

18 
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nées croîtronl dv, 

itdty vdty wdt^ 

et ces accroissements devront satisfaire à l'équation diffé- 
rentielle de la surface , quand on les substitue à dx^ dy, dz, 
ce qui donne la condition 

dF dF dF dF 

dt dx dy dz 

dF 
Si la paroi est fixe , le terme — disparait. 

Cette équation devra avoir lieu pendant toute la durée 
du mouvement pour les points qui se trouvaient primitive- 
ment en contact avec la paroi dont il s'agit; et il en existera 
de semblables pour toutes les parties de la surface qui dc 
sont pas libres. 

181 . Les points de la surface libre sont soumis à l'action 
d'une pression connue , qui est ordinairement la même en 
tous ces points, mais qui peut varier avec le temps. Si on la 
désigne par P, l'équation de cette surface sera 

jo-P = o, 

d'où l'on conclut la condition suivante, pour les points qui 
s'y trouvent : 

dp dp dp dp dV 

dt dx dy dz dt 

m 

Ces différentes équations relatives aux limites du fluide 
concourent, avec l'état initial , à la détermination des fonc- 
tions arbitraires introduites par l'intégration des équations 
différentielles partielles. 

182. Lorsque m, f^, w sont les dérivées partielles par rap- 
port à a: , j^, z d'une fonction y dc a , j^, z^ f , on peut ré- 
duire les équations (i) à une seule, et la solution de la 
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question est ramenée à la détermination de ^, puisqu'on eu 
déduira u^ u^ w par des différentiations. 

En ne considérant que les variables x, y, -z dans (p, on 
aura, d'après Thypothèse , 

udx -h vdjr -{- wdz -=. d(f. 

Supposons, déplus, que X, Y, Z soient les dérivées par- 
tielles d'une fonction V, de sorte que Ton ait 

Xdx -h Ydf -h Zdz = dV, 

Cela posé, les équations (i) peuvent s'écrire ainsi : 

I dp dW d^ (f dff d^(f dtf d-<f dtf d^ (f 
p dx dx dx de dx dx^ dy dxdy dz dx dz 

i dp dW d^ff d(f d^ff d<f d^(f dtf d^(f 
p djr djr dy dt . dxdxdy dy dy"* dz dy dz 

I dp dV d'^ff d<f r/'<p dif d^(f d(f d^<f 
p dz dz dz dt dx dx dz dy dy dz dz dz^ 

Si Ton multi plie respectivement ces équations par ^x, dy^ dz^ 
et qu'on les ajoute, on obtient 

toutes les différentielles étant prises par rapport kx^y^ z^ 
en considérant t comme constant. 

Les deux membres de cette équation pourront s'intégrer 
par rapport kx^y^ z toutes les fois que p sera une fonction 
connue àep^ ou aura une valeur constante. 

183. Dans ce dernier cas , qui est celui d'un liquide 
homogène, on obtient 



p dt 2 \\dxj \djrj 



dz 
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il faudrait ajouter une fonction arbitraire du temps au 
second membre , mais on peut la regarder comme renfermée 
dans la fonction (p, et il est inutile de récrire. 

L'équation de continuité se réduit, dans ce cas, à 

du tlv dtv 

-f--r- = o. 



dx djr dz 
OU 

d^ fi d^ <f d^(f 



Ix' dy^ dz 



= G. 



Cette équation fera connaître (f en fonction de x^ y^ z\ 
et quand les fonctions arbitraires auront été déterminées, 
on connaîtra m, v^ w par la diflercntiation de la fonc- 
tion (f. 

184. Dans le cas d'un fluide aériforme dont la tem- 
pérature est constante, on a p = kp, et le premier mem- 
bre de Téquation (6) devient fc—- On obtient donc, en 
intégrant , 

"—^'-î[(S)- (!')■- &')■]■ 

d'où l'on peut tirer p en fonction de (p. 

L'équation (2) peut se mettre sous la forme 

dt dx dy dz ^ 

et, en y remettant la valeur de p tirée de la précédente, 
on aura une équation qui déterminera f et, par suite, 
M, f^, w. Dans le cas où les mouvements des points du 
fluide seraient assez rapides pour que la température s'éle- 
vât et s'abaissât successivement en chaque point , la force 
élastique ne serait plus simplement proporlionnelle à p, 
elle dépendrait de Taccroissement de température, qui peut 
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être regardé comme proportionnel à l'accroissement delà 
densité ; p dépendrait donc encore de p, et réciproquement. 
Le premier membre de l'équation (6) pourrait encore être 
intégré, et Ton agirait comme dans le cas précédent. 

185. Si les fonctions m, i^, iv sont les dérivées partielles 
d'une fonction dex^ y^ z pour une valeur quelconque de f, 
il faut qu'elles le soient d'abord pour f =: o; ce que l'on 
reconnaîtra facilement, puisque leurs valeurs initiales sont 
données en fonction de a:, y^ z. Or, Lagrange a fait voir 
que, quand ces conditions sont remplies à une certaine 
époque , elles le sont à un instant quelconque du mouve- 
ment-, d'où il résulte que, si Ton reconnaît qu'elles le sont 
dans l'état initial, elles le seront indéfiniment, et les calculs 
précédents seront applicables. 

Nous allons démontrer cette importante proposition. 

Pour cela , nous partagerons le temps en intervalles infi- 
niment petits, et nous calculerons de combien augmente 
l'expression udx-\-\^dy-^ wdz dans un de ces intervalles, 
en déterminant les accroissements que prennent i/, i^, w 
dans le même temps, d'après les équations générales du mou- 
vement des fluides. Or, il est clair que ûudx-\- i^dj-h wdz 
est à chaque instant la difiérentielle d'une fonction de 
x^ y^ z^ il est nécessaire que la quantité dont elle aug- 
mente soit toujours elle-même une différentielle exacte \ et 
réciproquement, si à une certaine époque cette expression 
est une différentielle exacte et que tous ses accroissements 
infiniment petits successifs soient eux-mêmes des différen- 
tielles exactes, il en sera de même de leur somme et, par 
conséquent, de l'expression iidx -^ \^dy -\-wdz k une 
époque quelconque. 

Soient donc Mj , i^, , Wj les valeurs de m , ^' , iv à une 
certaine époque pour laquelle f = ^j , et admettons que 
l'on ait 
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(fi étant une fonction des trois variables indépendantes 
x^y^z. En considérant £1, i^, \v comme des fonctions de 
a:, y-j z^ f, les valeurs qu'elles auront pour . * =;= ?i + e 
pourront être développées par rapport aux puissances de e, 
et si Ton suppose cet accroissement infiniment petit, ou 
devra se borner aux deux premiers termes, et l'on aura 

u\ i>', w' étant des fonctions de a: , ^, 2 , qui seront les dé- 
rivées partielles de w, ^', w par rapport à f et relatives 
à tz=zti. 

On déduit de là 

Donc, si u'dx -f- v^' dy -h w^ dz est une différentielle exacte, 
il en sera de même àe udx -\-^dy -\-wdz k l'époque pour 
laquelle f=r?, -|-e. Or, les équations (i), considérées à 
l'époque ou ï = /i, deviennent 

I^_^ , dtfx^ d^rfi ^/y, d^fi dfi d^ fj 

p dx dx dx^ dy dxdy dz dxdz 

I dp , dtfi d^f^x ^<pi ^'Çi ^^1 ^'Çi 

p dy dx dxdy dy dy^ dz dydz 

'^ dp f dtf, fl?'(pi d(fi d^(ft d(fi </'«pi 

p dz dx dxdz dy dydz dz dz^ 

Multiplions ces ^nations respecti vendent par dx^ dy^ dz^ 
et ajoutons-les. Le premier men^bre ^ sera une différen-. 

tielle exacte^ soit dans le cas des liquides homogènes , parce 
que p est alors constant \ soit dans le cas des gaz, parce que p 
est une fonction de /?, la température étant supposée inva- 
riable. On peut donc remplacer — par r/P, P étant une cer-, 

r 
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laine fonction de x, j^, ^ 5 et, en supposant d'ailleurs que 
les forces extérieures soient telles, que ILdx -i-Y dx-\-Zidz 
soit la dîfierentielle d'une certaine fonction Y de x^ y^ z, 
on obtiendra 

d9= dW — [u' dx -^ i/ dy -V- Vf/ dz) 
d'où Ton tirera 

u' dx -h v' djr -{■- w' dz * 

Ainsi u'dx -h i^'dj -f- w'dz est la différentielle d'une cer- 
taine fonction des trois variables indépendantes x, jr, z. 
Donc , si udx -f- i^dy -H %vdz en est une , à une certaine épo- 
que, elle le sera encore après que le mouvement du fluide se 
sera opéré en vertu de toutes les actions et toutes les cir- 
constances, pendant un temps infiniment petit. Partant 
de l'état du fluide à cette nouvelle époque, comme de la 
précédente, on prouvera de même que udx •+- i^dy ^^wdz 
sera encore une différentielle exacte après un nouvel inter- 
valle de temps infiniment petit, et ainsi de suite indéfi- 
niment. 

Il suit de là que, si cette condition est remplie dans l'état 
initial, ce que l'on pourra toujours vérifier immédiate- 
ment, on peut être assuré qu'elle le sera à toute époque du 
mouvement. Si elle ne l'était pas dans l'état initial, il est 
clair qu'elle ne pourrait l'être à toute époque. 

Il est bon de remarquer que la condition dont il s'agit 
sera remplie toutes les fois que les vitesses seront nulles en 
tous les points dans l'état initial \ car alors on a 

udx -\- vdy -^ i\'dz =. o, 
pc qui est une différentielle exacte. 
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186. Dans le mouvement irès-simple d*un liquidé qui 
tourne uniformément autour d'un axe fixe, sans que ses 
points changent de position relative, udx -{-i^djr + wdz 
n'est pas une différentielle exacte ^ car, en désignant par w 
la vitesse angulaire constante, et prenant Taxe de rotation 
pour axe des z , on aura 

et , par suite , 

udx •+• vdy -f- wdz = &> {xdy — ydx) , 

expression qui n'est pas une différentielle exacte. Le cas 
dont il s'agit ne peut donc être traité par le procédé parti- 
culier que nous avons exposé , et il faut recourir aux équa- 
tions générales. 
On a, dans ce cas, 



du dv dw 

-=o, -j = 0, -^ 



-T-=0, — = 0, -—=0, «» = 0, 



et les équations (i) deviennent 

^ dx p dy '^ p dz 

d'où l'on déduit 

-^ = Xfl?x-i- Ydy + Zdz -h <ù^{a:dx -hydy), 
P 

équation qui ne diffère pas de celle que nous avons trouvée 
dans l'Hydrostatique, n° 141. 

Mouvement dun liquide dans une hypothèse parli- 

culière, 

187. Lorsqu'un liquide homogène, renfermé dans un 
vase, s'écoule par un orifice pratique dans la base hori- 



DEUXIÈME PARTIE. — HYDRODYNAMIQUE. 283 

zontalC) et très-petit par rapport aux sections horizontales 
du vase, l'expérience montre que les molécules situées dans 
une même tranche horizontale, à un certain instant, y res- 
tent constamment , tant qu'elles ne sont pas très-voisines de 
l'orifice. On peut négliger les vitesses horizontales , lorsque 
les sections varient peu dans toute la hauteur du vase, et 
ont des dimensions très-petites par rapport à cette hauteur ; 
il n'y a plus alors que deux inconnues , la vitesse verticale 
et la pression. Ces suppositions , connues sous le nom d'Ay- 
pothèse du parallélisme des tranches ^ sont celles que nous 
admettons dans la question que nous allons traiter. Pre- 
nons l'axe des x dans la direction de la pesanteur, nous 
aurons 

Y = o, Z = o, X = g^, 

et les équations (i) se réduisent, les deux dernières à 

dp dp 

dy ' dz =1 o, 

pe qui indique que la pression est la même pour tous les 
points d'une même tranche horizontale, et la première à 

... dp /du du\ 

L'équation de continuité (3) ne saurait être employée 
dans le cas actuel, parce qu'elle renferme les dérivées de 
u^ u^ w -, et quoique p» et iv soient très-petits par rapport à 
u , on ne peut dire que leurs dérivées puissent être négli- 
gées par rapport à celle de u. Mais on exprimera bien sim- 
plement la continuité, en égalant la quantité de liquide 
qui passe par une tranche quelconque à celle qui sort par 
l'orifice pendant un même temps infiniment petit. En effet, 
désignons par w l'aire de la section faîte dans le vase, à une 
distance x de l'origine 5 par îi Taire de rorificc , et par U la 
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vile&sc avec laquelle le liquide y passe ^ les quanlités de li- 
quide qui passent par les sections o) et A pendant le même 
intervalle dt sont respectivement tùudt et Qé\}dt\ d'où 
résulte la condition 

ou 

{b) H=z 



(ù 



les valeurs de u et Use rapportant à la même valeur de ï, 
U est une fonction de t seulement, w est une fonction de x 
donnée par la forme du vase, et u est une fonction tle x et 
de t. Si l'on y fait varier t seulement, on a les valeurs suc- 
cessives de la vitesse de différentes couches, au moment où 
elles vionnent de passer par une même section. Si x seul 
varie dans zi, on a les vitesses de différentes couches au 
même instant, et si l'on y fait varier à la fois xett sans 
établir de dépendance entre eux, on a la vitesse de la tran- 
che qui passe à cette autre époque par une autre section. 
Enfin, si l'on veut connaître la vitesse qu'aura, après le 
temps Jf , la tranche qui, pour une valeur donnée de t et 
de a:, a une vitesse w, il faudra faire varier t de dt^ et x 
de dx , en supposant dx = u dt. 

Au moyen de Téquation [b) on peut éliminer u de l'équa- 
tion (a) et y introduire U, qui offre de l'avantage, en ce 
qu'elle n'est fonction que d'une seule variable f . 

On obtient ainsi 



dx ^ V w dt ' «^ dx 



Multipliant les deux membres de cette équation par dx , et 
les intégrant par rapport à jr, à partir de la surface supé- 
rieure, on obtient 

r/U rdx ùil'V ^ 
p z=z Pùx — pu —7- I • : — h (/ ; 

' ^' ^^ dt J r^ 2W' ' 
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l'intégrale I — peut être supposée effectuée dans chaque 

cas particulier, puisque w est une fonction donnée de x ; 
C est une quantité arbitraire indépendante de x, et qui peut 
dépendre de t. 

Cela posé , il y a à considérer deux cas très-différents : 
celui où le niveau du liquide serait maintenu à la même 
hauteur, et celui où il s'abaisserait par Técoulement du li- 
quide qui ne serait pas renouvelé; nous allons les examiner 
successivement. 

188. Soient P la pression constante exercée sur la sur- 
face supérieure du liquide, P' la pression exercée sur le 
liquide qui sort du vase \ on aura sensiblement P' = P 
lorsque tout l'appareil sera compris dans un même milieu 
gazeux. Soient h la distance du niveau à l'origine des r, 
et l sa distance à Torifice. 

Déterminons la constante de l'équation précédente de 
manière que l'on ait ^ = P pour j: = A , nous trouverons , 
en prenant l'intégrale à partir de h , 



2 0^ 



O désignant la valeur de o) au niveau du liquide. 
Il en résultera 

(.)^ = P4.p^(.-/0-pn— j^ T-4-U-5-O' 
si nous faisons 

il en résultera 



X z=z h -\-l^ 



;? = P', wr=:n; 



SI nous posons 



f - = m, P-P'=.-g,a 

h " 
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nous obtiendrons 

posant 

il' 
i-- = a^ et 2g{l + d) = k\ 

OL sera une quantité très-peu différente de Tunité, et l'équa- 
tion précédente donne, en la résolvant par rapport à dt^ 

dtz=z ; 

intégrant les deux membres, il vient 



■"77 ^^'c\;;— aU 



C étant une constante arbitraire que l'on déterminera d'a- 
près la valeur initiale de U. En supposant les vitesses nulles 
lorsque f=o, onaC = i,et l'équation résolue par rap- 
port à U devient 

k(x.t 

a Aa£ ' 

I -h e 

U étant déterminé, on connaîtra u par l'équation u = , 

et p par l'équation (c). 

La valeur de U montre qu'après un certain temps , d'au- 
tant plus court que fl sera plus petit, les exponentielles 
sont sensiblement nulles , et que par conséquent la valeur 

de U converge vers la limite . / -^ -'> et m et p vers 

V -l 

des limites correspondantes. 
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Si l'on n^lîge le carré de -•> la limite de la vitesse à Tori- 



fice sera ^ag^ (l-hd). 

Et enfin , si cï = o, c'est-à-dire si la pression extérieure 
est la même à rorifice et au niveau du liquide, la vitesse à 

Torifice devient ^2 g/. Elle est donc la même que celle 
qu! acquerrait un corps pesant^ en tombant dans le vide 
d'une hauteur égale à celle du liquide dans le vase. 

La vitesse U étant devenue constante , on a — r = o , et 

' dt ' 

Téquation (c) se réduit à 

a'VWi i\ 

Or, dans l'état d'équilibre, la pression serait égale à 

V + pgi^-h). 

Elle est donc moindre dans Tétat de mouvement pour les 
sections telles, que l'on ait « <;^ O , c'est-à-dire pour celles 
qui ont des aires moindres que celle de la surface libre du 
liquide^ elle est, au contraire, plus grande que dans l'état 
d'équilibre pour celles dont les aires sont plus grandes 
queO. 

Si l'on veut connaître le volume de liquide qui est sorti 
du vase au bout du temps f, il suffira d'intégrer ilUdt 
entre o et t. Si l'on désigne ce volume par V, on trouve 
facilement 

Aaf k(/.t 

2m£l ^mQ. 

V = log • 



a» 



i 



Au bout d'un certain temps , on pourra négliger la seconde 
exponentielle, et Ton aura sensiblement, en remettant 
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pour 1 sa valeur S 2g (/+ (î), 



• * ~~" 

I I 



V i^' 0» 



IX' O^ 



Le premier terme est le volume qui serait sorti si la vitesse 
avait été, dès Torigine , égale à sa limite 



v/ag(/H-3). 



/ 






189. Passons maintenant au cas où le liquide n'étant 
pas renouvelé, le niveau s'abaisse, et h est une fonction 
inconnue de t. 

Les équations (a), (fe), (c), (d) ont toujours lieu^ mais 
metO sont maintenant des fonctions connues de Vi, et / 
dépend de A par l'équation 

a désignant la distance constante de l'orifice à l'origine 
des X. Il faudra à ces équations en ajouter une qui exprime 
que la quantité de liquide écoulé pendant un intervalle 
quelconque dt est égale au volume compris entre les deux 
niveaux correspondants au commencement et à la fin de cet 
intervalle. Cette équation est 

dh LlV 
le) — = • 

L'équation (//) devient, en remplaçant / par a — A^ 

(/) g(a-^- $ — h)= ma — - H — , — a; 

^-^ ' s V ^ / fit 2. \iV O^ 

11 reste donc à intégrer le système des deux équations si 
multanées («) et (f). 
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Si 1*011 élimine entre elles dt^ on obtient 

ou 5 en posant U* =: agrz, 

équation linéaire du premier ordre par rapport à z, et que 
l'on pourra toujours intégrer dans chaque cas , puisque O 
et m seront des fonctions connues de h. 

Lorsque z sera connu en fonction de h , on connaîtra U , 
et par suite/ d'après l'équation (e); et réciproquement h 
et U seront connus en fonction de t, La valeur de u sera 
donnée par l'équation (i), et celle de p par l'équation (c). 
La quantité de liquide écoulé se déterminera en calculant 
le volume du vase , compris entre le niveau initial et le ni- 
veau variable, et la durée de l'écoulement total s'obtiendra 
en faisant h = a dans la valeur de t. 

490. Si l'on suppose il extrêmement petit par rapport 
aux sections horizontales du vase, l'équation (d) se simpli- 
fie beaucoup. En effet, on peut négliger - et mil, tant 
dans l'hypothèse d'un niveau variable que d'un niveau 
constant, à moins toutéiFois que -j- ne soit très-grand, ce 

qui a lieu au commencement du mouvement. On obtient 
ainsi 

ce qui donne pour U la vitesse limite que nous avions trou- 
vée pour t infini, dans le premier cas. 

Dans la même hypothèse" d'un orifice trcs-pctii, l(;s 
résultats sont sensiblement les mêmes, quelle que soit la 
direction de son plan. 

II. 19 
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Mais, dans tous les cas, la vitesse donnée par l'expé- 
rieiice, et que Ton calcule d'après l'aire de l'orifice et la 
quantité d'eau écoulée, est moindre que celle que donne 
cette théorie dans le rapport de 0,62 à Tunité. Ce rapport 
étant sensiblement constant, les vitesses réelles sont tou- 
jours entre elles comme les racines carrées des hauteurs de 
pression. 

Du mouvement permanent d'un liquide. 

191. Lorsque Ton entretient le niveau d'un liquide à 
une hauteur constante, on obtient, au bout d'un certain 
temps, un état per'mane fit dans lequel toutes les circon- 
stances restent les mêmes au même point, et ne varient que 
d'un point à un autre. Ainsi , en un point quelconque, la 
vitesse du liquide sera constante en grandeur et en direc- 
tion , et par conséquent deux molécules qui à des époques 
différentes auront occupé une même position , parcourront 
la même trajectoire et d'une manière identique. 

En prenant Taxe des x dans le sens de la pesanteur, les 
équations fournies par le principe de d'AIembert seront 

u\ if\ W étant les dérivées , par rapport au temps , des com- 
posantes de la vitesse d'une molécule en un point quel- 
conque. Désignons par dx^ dy^ dz les accroissements qu'ont 
pris, après le temps dt^ les coordonnées de la molécule qui 
était située en ce point 5 multiplions respectivement les 
équations précédente» par dx^ dy^ dz^ et ajoutons-les, nous 
obtiendrons 

dp z=. gpdx — p [u' dx -H v' dy -^ w' dz)y 

ou, en désignant par V la vitesse dé cette molécule en un 
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point quelconque de sa trajectoire , 

p 
dp=z gpdx — -d.\^; 

intégrant entre deux points quelconques de cette trajec- 
toire, correspondants aux abscisses Xq^ x, il vient 

/^o t Vo étant les valeurs de p, V, au premier de ces deux 
points. Cette équation va nous conduire à un résultai re- 
marquable, déjà obtenu dans la discussion de la question 
précédente où Ton admettait des hypothèses plus particu- 
lières que celles que nous admettons ici. En effet, suppo- 
sons que la surface libre du liquide soit rigoureusement 
plane et soumise en tous ses points à une pression égale et 
constante P, et comptons les x à partir de ce plan. Si dans 
l'équation (a) nous faisons 

^«=0, /?o = P, 

le premier des deux points que l'on considérait sur la tra- 
jectoire sera pris à la surface supérieure du liquide \ on aura 
alors 

Or, si le vase est percé d'un très- petit orifice à la partie 
inférieure, à une distance h au-dessous du niveau supé- 
rieur, on pourra admettre que dans toute l'étendue de cet 
orifice la vitesse de tous les points est la même-, de sorte 
que pour a: = A il n'y ait qu'une seule valeur pour V. Si , 
de plus , on regarde la pression extérieure comme moindre 
qu'à la partie supérieure d'une quantité g"pcî, l'équation 
précédente devient, en y faisant x =: A, 



g^P^=:^pA-^(v^~v;), 



'9- 
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OU 

Soit k le rapport de Taire de Torifice à Faire de la section 
du vase par le plan du niveau supérieur \ ou aura 

Vo = *V, et, par suite, V»(i — ^»)= 2g'(^ + ^), 

d'où 



, = V/Î^i±ii; 



si k est très-petit, A' pourra être négligé , et l'on aura sim- 
plement 

et si la pression est sensiblement la même à la partie supé- 
rieure du liquide et à l'orifice, on pourra négliger cî, et Ton 
aura 

On retombe ainsi sur les résultats obtenus précédemment. 

Ecoulement dun fluide élastique. 

192. Nous admettrons encore l'hypothèse du parallé- 
lisme des tranches , et la question sera à peu près semblable 
à la précédente ; seulement il sera permis de faire abstrac- 
tion de la pesanteur, qui n'influe pas sensiblement sur les 
pressions. 

L'équation (a) se trouvera parla réduite à 

dp du du 

Pour obtenir l'équation de continuité , on considérera deux 
sections horizontales correspondantes à x et a: -f- dx , et 
l'on cherchera la masse de fluide qui s'y introduit pendant 
le temps dt par la face supérieure ^ et celle qui en sort dans 
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le même temps parla face inférieure*, l'excès de la première 
quantité sur la seconde , divisé par le volume tùdz , donnera 
l'accroissement partiel de la densité par rapport au temps 
On trouvera ainsi 

dû d.p^u 

fà-^-^ ^ — = o. 

dt dx 

Enfin, en supposant la température constante, on aura 

k étant une constante donnée. 

Ces trois équations déterminent /? , p et m en fonction de 
/ et X, 

Si l'on élimine p , on aura 

/• dp Su du dp d,pttiu 

p dx dt dx ' dt dx 

Ces équations aux différentielles partielles ne sont pas 
int^rables sous forme finie. Mais ce qu'il est surtout im- 
portant de connaître , c'est la vitesse de l'écoulement , lors- 
que la pression et la vitesse sont devenues constantes en 
chaque point 5 ce qui arrive assez promptement , en suppo- 
sant que le vase communique avec un réservoir qui renou- 
velle le gaz et détermine à la partie supérieure une pression 
constante. 

On a alors — = o , -^ = o 5 et les équations précédentes 

deviennent 

kdp du d.ptùu 

' a---=o, — - — = o. 



pdx dx dx 

Les intégrales de ces deux équations sont 



u^ 



puiu:=c, /log/JH = r', 



c et c' désignant des constantes arbitraires. 
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Soient P, U , O la pression , la vitesse et Taire de la sec- 
tion, relatives à la partie supérieure du vase; P', U', 
leurs valeurs à Torifice, on aura 

PUO = c, ih logP 4- U» = ac', 
P'U'O' = c, 2 ;t logP' 4- U'»=r 2C'. 

Ces quatre équations détermineront les constantes c, d ^ ainsi 
que les vitesses du fluide à Torifice et au sommet. 
En éliminant c et c', on obtient 

"' = F§^^'' U' =U'H-2*logi; 
et éliminant U', on trouve 



V P"0'» ' 



p/2Q/ï 

L'orifice O' étant plus petit que O , et la pression P' étant 
aussi moindre que P, sans quoi Fécoulement n'aurait pas 
lieu, les deux termes de la fraction sous le radical sont 
positifs , et U est nécessairement réel . La valeur de U' se 
déduit de celle de U , et l'oii trouve 







Les valeurs de c, c' s'en déduisent facilement, et par con- 
séquent les valeurs de p et m seront déterminées en fonction 
de « et , par suite , de a:. 

O' . 

Si l'on suppose— très -petit, on aura U très -petit, et 



U' == i/2Alog-7. Telle est la vitesse d'écoulement d' 



un 
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gaz par un petit orifice , lorsque les pressions P, P', à la 
partie supérieure et à l'orifice, sont constantes. 

Notions sur La résistance des fluides. 

193. Lorsqu'un corps solide se meut dans un fluide, il 
éprouve une résistance qui dépend de sa forme , de sa vi- 
tesse et de la nature du fluide. Les pressions exercées sur 
les difiérents points de la surface sont très-dilTérentes de ce 
qu'elles seraienJ: dans l'état d'équilibre, et le calcul n'a pu 
encore y être appliqué avec succès. Les expériences n'ont 
même pas donné de lois empiriques assez générales pour 
être susceptibles d'applications utiles dans le cas de corps 
de forme quelconque. On a cependant quelques résultats 
assez généraux relativement à la résistance des liquides en 
mouvement contre des plans qui se meuvent parallèle- 
ment à. eux-mêmes. Ces résultats et les expériences d'où on 
les a déduits se rapportant au Cours de machines, nous ne 
nous en occuperons pas ici , et nous nous bornerons à un 
cas qui peut être traité par le calcul, et qui a pour objet la 
pression exercée par une veine liquide contre un plan. 

a 

194. Pression d'une veine liquide sur un plan, — Sup- 
posons un liquide dont la densité soit p, qui s'écoule par 
un orifice dont l'aire soit co, de telle sorte que les vitesses 
de toutes les molécules qui passent par l'orifice soient égales, 
parallèles et indépendantes du temps, et faisons abstraction 
de la pesanteur, pour ne considérer que l'eflet dû à la vi- 
tesse du liquide. Le mouvement de cette veine est modifié 
par un plan fixe, ou mobile en restant parallèle à lui-même -, 
et l'on suppose que le liquide s'écoule le long du plan , et 
que celui-ci soit assez prolongé pour que toutes les molé- 
cules aient acquis , avant de le quitter, des vitesses paral- 
lèles à ce plan. On demande quel effort sera nécessaire pour 
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mainteuir le plan en repos, ou dans un état donné de mou- 
vement uniforme. 

Considérons d'abord le cas où le plan serait en repos et 
perpendiculaire à la direction de la veine fluide, et, pour 
nous représenter plus conmiodément le système des points 
eu mouvement , supposons que la veine fluide ait une lon- 
gueur indéfinie et une vitesse constante i'. Les choses se 
passent comme s'il en était ainsi , et nous pourrons plus fa- 
cilement appliquer les principes généraux du mouvement. 
Les molécules du liquide, tant avant qu'après la rencontre 
du plan, forment un système de points libres, soumis à 
leurs actions mutuelles et aux forces normales exercées sur 
une partie d'entre elles par le plan. 

On aura donc, en supposant l'axe des x positifs dans le 
sens du mouvement du liquide, 

d'x d'Y d^z 

dt' de- dr ' 

en désignant par X la force produite par l'élément dJ. de la 
surface du plan , et qui est ^ale et contraire à la pression 
que le fluide exerce sur lui. Désignant par R la somme de 
toutes ces pressions élémentaires, ou la résistance totale du 
plan , on aura 

d'jc 



R= 2/w 



(Ù 



L'état du système étant devenu invariable, intégrons les 
deux membres de cette équation par rapport au temps, 
entre deux époques éloignées l'une de l'autre d'une unité de 
temps, nous obtiendrons 

_ dx ffij^\ 

R = 2/7I-- 2//I _- , 

de \de Jo 

le second membre étant la diflerencc entre les composantes, 
perpendiculaires au plan , des quantités de mouvement de 
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tous les points du liquide à ces deux époques. Or, tous les 
points où les vitesses perpendiculaires au plan sont varia- 
bles, formant à chaque instant un système identique, il 
s'ensuit que la valeur de ce second membre n'est autre 
chose que la diflférence entre les composantes des quantités 
de mouvement de la partie du liquide qui a quitté le plan et 
de celle dont la veine indéfinie a été diminuée. Or la pre- 
mière quantité est nulle , puisque le liquide quitte le plan 
avec une vitesse dont la composante normale au plan est 
nulle \ il ne reste donc que la seconde quantité , dont la va- 
leur est le produit de la quantité de liquide écoulée dans 
l'unité de temps, on ptùs^ par la vitesse f^ qu'elle avait, ce 
qui donne pcd^»*. 

L'équation précédente devient ainsi 

La pression égale et contraire qu'éprouve le plan est donc 

195. Supposons maintenant que le plan se transporte 
parallèlement à lui-même , et qu'il ne produise en chaque 
point que des forces normales , il sera inutile d'avoir égard 
à la composante de sa vitesse dans le sens du plan même, 
et l'on se bornera à considérer la vitesse normale u , que 
l'on regardera comme positive quand elle sera dans le même 
sens que f, et comme négative dans le cas contraire. Or, 
on ne changera rien aux pressions en donnant un mouve- 
ment commun à tous les points du système , et , par consé- 
quent , on pourra réduire la plan au repos , ce qui ramènera 
au cas précédent. Il suffira pour cela d'ajouter — m à la vi- 
tesse de chaque point, et l'on se trouve dans le même cas 
que si, le plan étant en repos, la vitesse du liquide à Tori- 
ficc était (j^ — m); on aura donc, pour l'expression de la 
résistance opposée au plan , /ow (i^ — uy. 



298 COURS DE MECilNIQUE. 

196. Supposons enfin que le plan fasse avec la direction 
de la veine un angle quelconque 9, et se meuve parallèle- 
ment à lui-même. Décomposons sa vitesse en deux autres: 
l'une dans le sens même de ce plan , et que l'on peut négli- 
ger ^ l'autre parallèle à la direction de la veine. Désignons 
cette dernière par u et donnons au système entier une vi- 
tesse égale et contraire. Le plan deviendra immobile, et la 
vitesse du liquide sera réduite à (p' — m). 

Cela posé , si nous prenons Taxe des x perpendiculaire 
au plan fixe, nous aurons toujours Téquation 

de \dtj, 

et Tétat du liquide étant devenu invariable, le second mem- 
bre se réduira encore à la masse écoulée pendant Funilé 
de temps, ou pou [i^ — m), multipliée par la composante 
de la vitesse (i^ — u) perpendiculairement au plan, ou 
(f^ — u) sin 0. La pression exercée sur le plan mobile est 
donc p(ù (j^ — uy sin 9. On peut donner une autre forme à 
cette expression en désignant par a la vitesse du plan esti- 
mée suivant la normale. On a alors u = -r— r» et la pres- 

sm0 ^ 

sion devient alors pto r— r — - 5 si le plan est en repos, 

on a a = o, et la pression se réduit k ptùi^^ sin 0. 

Ces formules sont démontrées, par d'autres considéra- 
tions, dans le Mémoire de M. Coriolis (*) sur le principe 
des forces "vwes dans les moui^ements relatifs dés ma- 
chinés, 

(*) Journal de l'École Polytechnique, xxi* cahier. 
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CALCUL DES PETITS MOUVEMENTS DES FLUIDES 

ÉLASTIQUES. 

197. Lorsque tous les points d'un (luide n'ont que des 
mouvements extrêmement petits, les équations générales 
se simplifient beaucoup, et conduisent à quelques lois 
simples que nous allons exposer. 

Nous supposerons que l'expression udx-{- i^dy -^-wdz 
soit à chaque instant la différentielle d'une fonction y de 
Xj y^ Zj ï, prise seulement par rapport aux variables 
X, j^, z. Nous savons qu'il suffit pour cela que, dans l'état 
initial , les composantes connues u , i^, tv de la vitesse d'un 
point quelconque soient les dérivées partielles , par rapport 
à X, j^ z, d'une même fonction de ces trois variables con- 
sidérées comme indépendantes*, ce qui aura lieu en parti- 
culier si les vitesses initiales sont nulles. Nous devrons 
donc, dans les questions que nous allons étudier, faire 
usage de l'équation (6) du n^ 182^ et nous allons d'abord 
y opérer les simplifications qui résultent de l'hypothèse que 
les mouvements restent très-petits. 

Soient D la densité du gaz dans son état naturel d'équi- 
libre , A celle du mercure , p^ la force élastique de ce gaz , 
h la hauteur de mercure qui la mesure, et g la gravité 5 on 
aura 

Désignons par p la densité variable du gaz, par y sa con- 
densation positive ou négative, et par p sa force élastique, 
on aura 

et, en supposant la température égale à celle de l'état 
initial, 

Mais la condensation développe une certaine quantité de 
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chaleur qui lui est proportionnelle, si elle est très-petite, 
comme nous le supposons. Cette chaleur n'a pas le temps de 
se répandre si les alternatives de dilatation et de condensa- 
tion se succèdent rapidement, comme cela aura lieu dans 
les questions que nous examinerons ; on doit donc la con- 
sidérer comme ayant pour effet d'élever la température des 
points où elle est dégagée d'une quantité de même signe 
que la condensation, et proportionnelle à sa grandeur. 
Dans le cas où la chaleur aurait le temps de se dissiper 
dans le milieu, on n'en tiendrait pas compte dans le calcul. 
Si Ton représente par le nombre positif ou négatif de de- 
grés centésimaux dont s'élève la température primitive v 
du gaz , pour une condensation y 5 par c et c' les chaleurs 
spécifiques du gaz à pression constante et à volume con- 
stant, et par a le coefficient de dilatation de ce gaz, on 
démontre en physique que ces quantités ont entre elles la 
relation suivante : 



«"=7(7 



on aura , de plus , la proportion 

p : p, :: D (i ■+■ y) [i -i- a{c -h Q)] : D (i -ha^), 

d'où Ton tire , en remplaçant po par gh et négligeant les 
puissances de a supérieures à la première , et le produit des 
quantités très-petites y, 0, 

oa, en remplaçant ol6 par sa valeur en fonction de y, 

d'où 

dp g/icA dy 
p De' I ■+- y 
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L*équation (6) donne ainsi 

^M.-.,)=-^-*[(è)v(^)v(i'y]. 

Or, en supposant que les condensations et vitesses ini- 
tiales soient des quantités extrêmement petites du même 
Drdre, et qu'il en soit de même à une époque quelconque, 

on pourra- négliger le^ carrés des composantes "j^^ ~j^ / 

par rapport à / (i-H y), qui peut être remplacé par y, et la 
dernière équation se réduit à 

ghc A d<f 4, 

DU, en posant , = a', 

, X I ^y 

•'-^ ^"~ a' dt' 

L'équation de continuité 

dp d,pu d,ùv d.pcv 

—- H 1 1 *-— =r o 

de dx dy dz 



devient d'abord 



d <f . \^? 1/ \^? 



— L -j 1 1^ -1 = O, 

dt dx dy dz 

ou , en négligeant les termes très-petits par rapport à ceux 
qui subsistent dans Téquation , 

- . d'i d^ o d^ a d^ <o 

^^ dt ^ dx' ^ dy' ^ dz' 

Les équations (i) et (2) déterminent y et ç. 
Si l'on élimine entre elles y, on obtient 

■3) £ll = a^(î^? + £> + £l 

' ' dt^ ydx' dy* dz' 
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On est donc ramené à rintégration d'une équation diffé- 
rentielle partielle du second ordre , linéaire et à coefficients 
constants. Les fonctions arbitraires se détermineront par 

les valeurs initiales de y et -7^9 et il n'y aura pas d'autres 

conditions si le fluide est indéfini dans tous les sens. Dans 
le cas contraire, il y a, comme nous le savons, des équa- 
tions particulières aux limites, qui augmentent beaucoup 
les difficultés du calcul . 

La valeur initiale de -^ est connue par celle de y qui 

est une donnée nécessaire. Quant à celle de q), elle ré- 
sulte des valeurs initiales des composantes de la vitesse, 

do d tf d ^ , , . - ^ à^ 

-—5 -^"i —T'i Qtii sont nécessairement données. Ces trois 
dx dy dz *■ 

fonctions àxtx^y^z déterminent , à une constante près , la 
fonction (f \ et comme cette constante ne peut avoir aucune 
influence sur les quantités cherchées, qui s^obtiennent 
toutes par la diflférentiation de la fonction q) , on n'en doit 
tenir aucun compte, et l'on peut considérer la fonction 
générale ç comme connue lorsqu'on y fait * = o. 

Le problème de mécanique est donc ramené à une ques- 
tion de calcul intégral dont les données sont complètes. 
Nous nous bornerons à la traiter dans quelques cas parti- 
culiers. 

198. Superposition des effets, — Si dans ce fluide, sup- 
posé indéfini dans tous les sens, on conçoit divers états 
initiaux et les mouvements partiels qui leur correspon- 
draient, et satisferaient à Téquation (3), il est facile de 
reconnaître que, si l'on considère un nouvel état initial 
résultant de la composition des premiers, le mouvement 
correspondant pourra être obtenu à une époque quelcon- 
que par la composition des mouvements partiels relatifs à 
la même époque; cette composition étant entendue dans 
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le sens ordinaire pour les vitesses, et consistant dans une 
addition algébrique pour les condensations. En effet , soient 
?n ?8î 935 etc., les valeurs de (p correspondantes aux mou- 
vements partiels, et qui satisfont séparément à l'équa- 
tion (3)5 posons 

ç = ?i H- f 2-f- Ç3 H" • • • • 

La fonction ç satisfera elle-même à l'équation (3), et re- 
présentera , par conséquent , un mouvement particulier du 
fluide. Sa dérivée par rapport à t sera la somme de celles 
des fonctions 91 , Çi , etc. En les considérant toutes pour la 
valeur * = o , on en conclura d'abord que la condensation 
initiale du fluide dans le mouvement représenté par (f est 
la somme des condensations initiales relatives aux divers 
mouvements partiels*, et, de plus, les dérivées de (f par 
rapport h x ^ y^z seront les sommes de celles des fonctions 

?i j 9« î ?8 5 ^^^* h ^^ s^ ^'^^ y ^^^^ f = o , on en conclut que 
dans le mouvement représenté par ç , les vitesses initiales 
de chaque molécule s'obtiennent en composant celles qui se 
rapportent à la même molécule dans les états initiaux par- 
tiels. Donc l'état initial du fluide dans le mouvement repré- 
senté par qp est identique pour les condensations et pour les 
vitesses à celui que nous nous proposions de déterminer; 
ces deux mouvements sont donc identiques à une époque 
quelconque. Si maintenant, au lieu de faire t = dans les 

tonctions -7^? -r-^ ~r-^ —r^ on attribue a cette variable 
dt dx dy dz 

une valeur quelconque, ces fonctions seront toujours les 

sonuncs de celles qui correspondent à (fj , Çj , (jps , etc. Donc 

enfin les condensations et les composantes de la vitesse dans 

le mouvement cherché seront à chaque instant les sommes 

algébriques de celles que l'on observerait à la même époque, 

et respectivement aux mêmes points, dans les mouvements 

déterm^és par les états initiaux partiels. 
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Mouvement d'un gaz dans un tujau cylindrique indéfini 

199. Supposons un cylindre creux indéfini , dont la sec- 
tion orthogonale soit une courbe quelconque, et qui soit 
rempli d'un gaz homogène , par exemple d'air atmosphé- 
rique. Dans une étendue quelconque de ce tuyau, on a dé- 
placé les molécules de telle sorte que celles qui étaient dans 
une même section orthogonale y soient restées, et se soient 
mues parallèlement aux arêtes du cylindre 5 puis on a im- 
primé à toutes ces molécules des vitesses parallèles à ces 
arêtes et égales pour celles qui sont dans une même sec- 
tion : et ensuite on a abandonné le fluide à lui-même, sans 
introduire aucune force extérieure. Il s'agit de déterminer 
toutes les circonstances du mouvement qui en résultera. 

Nous remarquerons d'abord que le mouvement de toutes 
les molécules situées dans une même section sera le même, 
et, de plus, parallèle aux arêtes du cylindre. Si donc on 
prend cette direction pour celle de Taxe des x , la conden- 
sation y et la vitesse m ou -r^ ne dépendront que de x et ^ 

Les équations du problème seront donc 

I do 
d'<f d'à 

et si Ton suppose que les vitesses initiales soient exprimées 
par la fonction ^ (x) , et les condensations initiales par 
X(^)t ^^ devra avoir 

(2) ;^ = ^('^)' ^= — «*XW> pour r = o. 
L'intégrale de l'équation (1) est 
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Fi elfx désignant des fonctions arbitraires, dont nous re- 
présenterons les fonctions dérivées par F et f. Les équa- 
tions (2) donneront, pour déterminer ces fonctiotis, leà 
deux conditions suivantes : 

/(^)-i-F{x) = ^Ka:), 

f[x)-Y{x)=aySa:), 
d'où l'on tire 

Si maintenant on diflerentie Téquatîon (3) par rapport à x 
et à f , on trouvera, d'après les valeurs qui viennent d'être 
déterminées pour les fonctions y* et F, 

-^{x-^at) — a-^[x -^at) -^[x -^ at) -^ a'y{x — at) 

u = 1- , 

2 2 

^[x — at) -\- a^i^ — ûr) •^{x-{-ae) — a^i^ '^- at} 

Û 'f ^^^ • -^ • 

' 2 2 

Mais, pour plus de simplicité, nous conserverons les fonc- 
tions F et y*, et nous aurons les formules suivantes : 

(4) u:=¥{x-\- at) -{-/{x — at), 

(5) ay = -:F{x^-nt)'{'/{x'-at), 

Les fonctions ^ et ;^ étant données pour toutes les valeurs 
de la variable entre — oo et -{- oo , on connaîtra u et y 
pour des valeurs quelconques de x et ^. 

Si Ton veut connaître le mouvement des molécules com- 
prises dans une section particulière, qui dans Tétat initial 
correspondait à l'abscisse a, il faudra, dans l'équation (4), 

(IX 

remplacera par — ? et intégrer celle que l'on obtient par 

là entre x et t. On connaîtra ainsi , en fonction du temps ^ 

l'abscisse des molécules en question. La constante que ceti<; 

II. 20 
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intégration introduira sera déterminée par la condition 
que pour / = o on ait a: = a. II sera inutile de s'occuper 
de la vitesse initiale, puisque la valeur générale de u satis- 
fait a la condition des vitesses initiales pour tous les points 
du fluide. 

200. Examinons le cas particulier où Fébranlement 
initial est limité , et s'étend par exemple depuis x = o jus- 
qu'à jc = /, ou depuis l'origine A jusqu'en B (Jig* i3). 

Alors les fonctions données par ^ et ;^ sont nulles pour toute 
valeur de la variable, plus petite que o ou plus grande que/; 
et il en est de même, par conséquent, des fonctions F,/ 
Nous partagerons cette discussion en trois parties , corres- 
pondantes aux trois régions dans lesquelles l'ébranlement 
initial divise Taxe des x. 

m 

1^. Considérons d'abord un point quelconque M eu 
debors de AB et du côté des x positifs , c'est-à-dire pour 
lequel on a j: ^ /j et supposons f ^ o, ce qui veut dire que 
nous coQsidérons les époques postérieures à celle qui est 
prise pour origine des temps. 

Dans ce cas, on a 

et, par conséquent , 

Y{x H- «r) = o, f[x 4- at) =-o. 

Les form^ules ( 4 ) et ( 5 ) se réduisent donc aux termes où 
entre x — af , et Ton a 

( u ■=. fix — at\, 

(6) ! 

d'où résulte, entre la vitesse et la condensation , la relation 
remarquable 
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Mais , pour que ces valeurs de u et y ne soient pas nulles, 
il faut que l'on ait 

r — at <Cil et r — ai '^ o, 

ou 

a a 

Ainsi , le point M reste en repos jusqu'à Tëpoque pour la- 
quelle on a 

_ r — /_ BM 

il est en mouvement jusqu'à celle où l'on a 

X AM 

a a 

puis il retombe au repos et y reste indéfiniment. Le mou- 
vement se propage donc dans le sens BX avec une vitesse 
égale à a, et subsiste en chaque point pendant un temps 

égal à - -, de sorte que la partie ébranlée a une longueur / et 

ce 

semble se mouvoir avec la vitesse a en présentant constam- 
ment le même aspect, puisque la variable x — «* y a toutes 
les valeurs comprises entre o et /. Mais ce mouvement n*est 
qu'une simple apparence ; cette onde est composée de mo- 
lécules qui se remplacent à chaque instant, et l'on peut dire 
que c'est la figure géométrique qui se meut avec la vitesse a, 
et non les molécules de fluides qui y sont comprises. 

2**. Considérons maintenant un point M' pour lequel on 
ait a: <; o, et à plus forte raison x — at<^o» On aura alors 

F(x— rt/) = o, /(.r — at) == o, 
et les formules (4) et (5) se réduisent aux termes où entre 

20. 
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X -h <it '* on a ainsi 

{ tiy = — r (x -+- at). 

On a encore, au signe près, le même rapport constant 

entre la vitesse et la condensation; il est exprimé par Yé- 

(]uation 

« =r — ay . 

On reconnaît facilement que les valeurs de u et y ne seront 
différentes de zéro que si Ton a 

X -t- /i^ ]|> o , X -^ at <^ ly 
d'où 

X ^ i — X 



a a 



ou encore 



^ AM' ^BM' 

a a 

il résulte de là , comme on devait s*y attendre, que le mou- 
vement se propage dans la partie AX' comme dans la par- 
lie BX , avec une vitesse a \ que tout point se meut pendant 

le temps -9 et que la partie ébranlée où l'onde a une lon- 
gueur /, est toujours constituée de la même manière et se 
déplace uniformément avec la vitesse a dans le sens des x 
négatifs. 

3°. Considérons, en dernier lieu, un point M" entre A 

et B, on aura 

X > o , r <; / , 

de sorte que x — at q,\.x-\- at resteront pendant un certain 
temps compris l'un et l'autre entre o et /, et tous les termes 
des formules (4) et (5) subsisteront. Mais x -\~ at devien- 
dra > / après l'instant pour lequel on aura 

atz= BM% 
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et , depuis ce moment, les fonctions dex-\- at seront nulles. 
De même ^ x — at deviendra négatif après l'époque pour 
laquelle on aura 

at =2 AM". 

Ainsi , on considérera les termes en x -^ at qui se rappor- 
tent à Tonde qui marche vers les x négatifs , jusqu'à ce que 
le point B soit arrivé en M" en se mouvant avec la vitesse a ; 
on considérera les termes en x — cU qui se rapportent à 
Tonde qui marche vers les x positifs, jusqu'à ce que le 
point A, se mouvant avec la vitesse a , soit arrivé en M". 
Et par conséquent, si Ton considère les deux parties qui 
composent les formules (4) et (5) comme exprimant res- 
pectivement les vitesses et les condensations dans deux 
ondes distinctes, et que l'on suppose que chacune de ces 
ondes se déplace avec une vitesse a, Tune dans un sens, et 
l'autre dans l'autre, en conservant toujours la même con- 
titution, on aura, à un instant quelconque , Tétat du fluide, 
en plaçant ces deux ondes dans la position où leur mouve- 
ment les aura amenées à cette époque, et superposant les 
condensations et les vitesses dans les parties où elles se 
pénétreront si elles ne sont pas encore entièrement sé- 
parées. 

On aurait les états antérieurs à Tépoque prise pour ori- 
gine des temps , en faisant marcher respectivement en sens 
contraire ces mêmes ondes , avec la vitesse a , pendant un 
temps égal à l'intervalle qui sépare l'époque en question 
deTorigine des temps. 

201. Nous venons de voir qu'un ébranlement initial 
d'une longueur finie donnait naissance à deux ondes dç 
même longueur, animées de vitesses égales et de sens con- 
traire. Mais il est possible que Tune de ces ondes n'existe 
pas. La première par exemple , qui correspond aux for- 
mules (6), disparaîtrait si Ton avait pour toutes les valeurs 
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de z comprises entre o et /, 

Il n'existerait alors que Tonde qui correspond aux for-< 
mules (7). Et de même celle-ci n'existerait pas, et la pre- 
mière subsisterait seule, si Ton avait 

Ainsi , pour qu il n'y ait qu'une seule onde, il est nécessaire 
et suffisant que le rapport deij/(«)à;f(«) soit + a ou — a\ 
ou , en d'autres termes , que dans l'état initial le rapport de 
la vitesse à la condensation en un point quelconque de la 
partie ébranlée soit -f- rt ou — a. 

Mouvement cCun (jaz dans un tuyau limité dans un sens, 

202. Nous venons de voir quelle est la loi du mouvement 
dans un tuyau indéfini dans les deux sens. Examinons main- 
tenant la modification qu'elle subit lorsque le tuyau est li- 
mité dans un sens et terminé par un plan fixe, ou en com- 
munication avec un immense réservoir de gaz soumis à une 
pression constante, par exemple avec l'amospbère. Nous ' 
discuterons séparément ces deux cas. 

i**. Cas d'un tuyau fermé. — Supposons d'abord le tuyau 
terminé par un plan fixe, et comptons les x positifs à partir 
de ce plan, et dans le sens au tuyau. 

Nous avons admis généralement que le^ molécules pri-* 
mitivement en contact avec une paroi y restent constam- 
ment appliquées. Ainsi , dans le cas actuel , la section cor* 
respondante k x= o aura une vitesse nulle à cbaque in- 
stant-, c'est-à-dire que l'on aura 

/ ^ ^9 

(i) --!-=: O pour a:=io, 

flX 

quel que soit t. Cette nouvelle condition devra être jointe 



DEUXIÈME PARTIE. — HYDRODYNAMIQUE. 3ll 

k celles qui résultent de l'état initial du gaz qui est donné 
dans toute l'étendue du tuyau, c'est-à-dîre pour toutes 
les valeurs positives de x. Nous représenterons toujours 
par (|f ( j:) et x(^) 1^ vitesse et la condensation initiales; 
ces fonctions ne seront données que pour les valeurs posi- 
tives de la variable, et sont entièrement arbitraires pour 
sq^ valeurs négatives. C*est celte indétermination qui per- 
mettra de satisfaire à la condition relative à l'extrémité; car 
nous avons vu que, lorsque ces fonctions sont données pour 
toutes les valeurs de la variable , la valeur de (f est complè- 
tement déterminée , et on ne peut plus l'assujettir à aucune 
condition particulière. 

La valeur générale de ç qui satisfait à Féquation différen- 
tielle sera toujours 

(2) y = F, (x -f- at) -f-/, {x — at). 
La condition (i) conduit à Féquation suivante : 

et comme elle doit avoir lieu quel que soit f, en grandeur 
et en signe, si Ton remplace at par z^ on devra avoir, 
quel que soit z , 

(3) F(z)^/(-z) = o. 

Au moyen de cette équation , les fonctions F et/*, qui sont 
données pour les valeurs positives de la variable, seront 
connues pour ses valeurs négatives. En effet , en suppo*- 
sant z positif, on en tirera 

ce qui fait connaître f pour toutes les valeurs négatives de 
la variable. 

Et si l'on change -z en — z dans Téquation (3) et que 
Ton suppose encore z positif, on trouvera 

F(-î) = -/(z), 
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équation qui fora connaître F pour toutes les valeurs négar 
tives de la \ariable. 

Ces conditions peuvent se représenter géométEiquement 
d'une manière très-simple. Si l'on conçoit, dans toute Té- 
tendue de Taxe des x, les courbes ayant pour équations 

m 

le lieu géométrique composé de la partie de Tune quelconque 
des deux qui est située du côté des x positifs , et de la partie 
de Tautre qui est située du côté des x négatifs, a pour 
centre Torigine. Et, du reste, les branches de Tune et de 
l'autre, situées du côté des x positifs, sont déterminées, 
comme nousFavons déjà vu, par les fonctions ^ et ;( qui 
sont données dans chaque cas particulier. 

Cette construction, qui n'est que la représentation des 
conditions analytiques, pourra toujours les remplacer, e( 
facilitera quelquefois les discussions. 

On voit ainsi comment la condition (i) , qui exprime 
Timmobilité d^une tranche du gaz , conduit à la connais- 
sance complète des fonctions F et/*, et par conséquent à la 
solution de la question proposée. 

La valeur de ~ ou de la vitesse u, et la condensation y, 

ou T^j seront exprimées de la manière suivante, 

d'après l'équation (2) : 

(4) u-=zY[x-^at)-\-f{x— at), 

(5) oy = ^ Y [x ^ at) -^ /{x ^ at). 

Ces formules conduisent d abord à cette conséquence re- 
marquable , qu'à une époque quelconque , en deux poinls 
situés de part el d'autre du plan fixe et à égale dislance, la 
vitesse est la même au signe près, ci la condensation est la 
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même. En effet, si dans u on change x en — x et qu'on 
désigne par iii sa nouvelle valeur, on a 

fi, = F( — x-hat)-\-/{-—x—at)=: —/(x—at) — F(j:-|-«f)=:— w, 
et de même, en changeant x en — x dans ay, on trouve 

Cette propriété, qui subsiste quel que soit *, existe pour 
f = 6 , c'est-à-dire dans l'état initial, et nous insisterons 
particulièrement ici sur la manière dont on exprime dans 
le calcul les conditions relatives aux limites des systèmes. 
L'équation différentielle partielle serait satisfaite dans le 
mouvement du gaz homogène qui serait renfermé dans le 
tuyau prolongé indéfiniment. Or, on peut disposer arbitrai- 
rement de Tétat initial de tout l'espace dans lequel on a 
prolongé le système 5 et toute la difficulté est de trouver 
comment il faut le choisir pour qu'en abandonnant ensuite 
le sytème total à lui-même, sans tenir compte des condi- 
tions physiques qui existaient aux limites , ces conditions se 
trouvent remplies d'elles-mêmes à chaque instant. Si l'on 
peut y parvenir, la question du système limité rentre dans 
la question , toujours plus facile , du système indéfini dans 
lequel l'état initial est connu. 

Dans le cas actuel , il est facile de prévoir ce que le calcul 
nous a annoncé relativement à l'état initial qu'il fallait 
donner au fluide dans le prolongement du tube du côté 
des j: négatifs. En effet, en donnant aux molécules situées 
dans des sections équidistantes de l'origine, des vitesses 
^ales et de signes contraires, et y supposant des condensa- 
tions identiques, tout est symétrique par rapport à l'ori- 
gine, et, en supprimant le plan fixe , les molécules qui le 
remplaceront 5 étant à chaque instant sollicitées par des 
forces égales et contraires , resteront perpétuellement en 
repos. 
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203. Examinons en particulier le cas où rébranlement 
initial ne s^ctend qu'entre les abscisses d et d--\- L Alors 
les fonctions F et ^ sont nulles pour toutes les valeurs po- 
sitives de la variable, qui ne sont pas comprises entre dei 
d-^l^ et, d'après Téquation (3), pour toutes les valeurs 
négatives non comprises entre — d et — d — /. C'est ce 
que représente \^fig' 14? dans laquelle 

AB = AB' = d, et BC = B'C = /. 

La partie BC de Tébranlement va donner naissance à 
deux ondes animées , Tune , de la vitesse + a , Tautre , de 
la vitesse — a. La partie B'C donnera naissance à deux 
ondes qui seront constamment symétriques des deux autres 
par rapport au point A. Lorsqu'elles seront arrivées l'une 
et l'autre en A , elles continueront leur marche et se péné- 
treront en se superposant, d'après le principe démontré 
généralement. 

D'où Ton voit que l'effet dans le tuyau fermé AX est le 
même que si Tonde qui marche de BC vers le plan fixe A, 
en arrivant à ce plan, se repliait sur elle-même, de telle 
sorte que ses diverses parties , conservant la même conden* 
sation et la même vitesse en sens contraire , se superposas- 
sent toujours avec les parties correspondantes à la même 
abscisse et qui marchent encore vers' le plan fixe. Et 
lorsque la seconde extrémité de Tonde partie de BC est ar- 
rivée en A , Tonde entière se trouve tournée en sens in- 
verse, et marche indéfiniment du côté des x positifs. C'est 
en cela que consiste la réflexion d'une onde plane contre un 
plan qui lui est parallèle. Cet eifet se produit, quelle que 
soit la longueur de la partie ébranlée BC^ elle peut s'é- 
tendre indéfiniment depuis le plan A jusqu'à a: = oc ; elle 
peut avoir une longueur infiniment petite. Et si Ton trouve 
avantageux, dans. certains cas, de partager l'ébranlement 
en portions infiniment petites, il suffira toujours de super- 
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poser les effets correspondants à chacun de ces éléments, 
après un temps quelconque, pour avoir l'effet qui corres- 
pondrait à Tébranlement proposé, après ce même temps. 

2®. Cas du tuyau ou\^ert. — Supposons maintenant que 
le tuyau soit ouvert en A et en communication avec un ré- 
servoir de gaz , indéfini en tous sens , comme par exemple 
l'atmosphère *, nous avons admis généralement que la pres- 
sion qui a lieu à la surface de communication est toujours 
la même que celle qui a lieu dans le réservoir, et que nous 
supposerons constante. C'est cette pression qu'on observe- 
rait dans le gaz du tuyau en équilibre, et y exprime l'aug- 
mentation de la densité, à partir de celle qui correspond à 
cet état d^équilibre. 

Cela posé , on aura , pour tous les points du tuyau , 



d^ 






cit^ dx" 



et 

dfû 
( 2 ) — î- = o pour j; = o , quel que soit t. 

Nous représenterons encore par ^(^), xi-^) '^ vitesse et 
]a condensation initiales. Ce sont des fonctions données 
entre a: = o, a: = qo , et complètement arbitraires entre 
jc = o , a: = — 00 . C'est encore cette indétermination qui 
permettra de satisfaire à la condition relative à l'extrémité. 
L'intégrale générale de l'équation (i) est encore 

et la condition (2) conduit à l'équation suivante, dans la- 
quelle z est tout à fait indéterminé en grandeur et en signe, 
el F, y sont encore les dérivées des fonctions Fi , yi , 

(3) Y\z) = f[-z). 

De soric que si l'on considère les courbes ayant pour équa- 
tions 

j,- = F(.r), Y=f{--^), 
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le lieu géoiuëtrique composé de la partie de Tune quel- 
conque des deux qui est située du côté des x positifs, el 
de la partie de l'autre située du côté des x négatifs, sera 
symétrique par rapport à l'axe des y. Ainsi , au moyen de 
Téquation (3), les fonctions F,/*, qui n'étaient données, d'a- 
près ^ ct;(, que }K)ur les valeurs positives de la variable, 
sont déterminées pour ses valeurs négatives. Et Ton peut 
encore remarquer, dans ce cas comme dans le précédent, 
que la question est la même que si l'on supposait le tuyau 
indéfiniment prolongé vers les j: négatifs, pourvu qu'on 
donnât au gaz , dans ce prolongement , un état initial re- 
présenté par les valeurs de F et /" que nous venons de dé- 
terminer pour les valeurs négatives de la variable. 

Les valeurs de u et y seront représentées par les formules 
suivantes : 

(4) « = li^[x + at)-Jf'f{x'-at), 

(5) «7 = -^ Y [x -^ at) -^ f (x ^ at). 

Si l'on change x en — x dans les équations (4) et (5), ou 
trouve, en ayant égard à Téquation (3) et représentant par 
"i ) 7i les nouvelles valeurs de m et y, 

M,= F (— X -f. at) H-/( — x — at)~f[x^ at) + F (x + at).= w, 

«7,= — F(— j:-4- «r) -4-/ (— Jt- — at) = — f(x — at) 
-t-F(a: -h «^) = — «7. 

Ainsi, en deux points quelconques situés de part et d'autre 
et à égale distance de l'origine, les vitesses sont égales et de 
même sens, et les condensations égales et de signes con- 
traires. 

Cette disposition , qui a lieu à •chaque instant, a lieu 
aussi dans l'état initial. Ainsi, dans le cas d'un tuyau ou- 
vert, le moyen de ramener la question à celui d'un tuyau 
indéfini consiste à supposer le tuyau prolongé et rempli 
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d'un gaz ideiuîqmi au proraier, et disposé au commence- 
ment du mouvement, de manière que deux points égale- 
ment distants de l'origine et de côtés différents aient des vi- 
tesses égales et de même sens , et des condensations égales et 
désignes contraires. 

204. E:saminons le cas particulier où l'ébranlement ini- 
tial donné a une étendue finie BC [fig. i5) comprise 
entre les abscisses rf et d -\- l. Alors les fonctions F,/ 
sont nulles pour toutes les valeurs de la variable qui ne 
sont pas comprises entre ^etrf-f-/^ et, d'après l'équa- 
tion (3), pour toutes les valeurs négatives non comprises 
entre — d et — d — /. Elles sont représentées par les 
courbes tracées sur la figure. Or, d'après le principe de su- 
perposition, les ondes correspondantes à chacun des ébran- 
lements BC, C'B' se propageront avec une vitesse con- 
stante a. Les deux qui vont en s'éloignant de A ne donnent 
lieu à aucune remarque particulière. Quant aux deux au- 
tres, elles arriveront ensemble au point A et continueront 
leur marche en se superposant dans les points communs. 
Lorsque la seconde extrémité de chacune sera arrivée en A, 
ces deux ondes seront entièrement séparées, et celle qui 
est venue de C'B' vers A continuera son mouvement vers 
les X positifs jusqu'à l'infini. De sorte que dans le tuyau 
réel, ouvert en A, la réflexion qui se fait en ce point a 
précisément pour effet de produire cette dernière onde. 

Le rapport entre l'onde réfléchie et l'onde incidente ré- 
sulte de la remarque faite précédemment , relativement aux 
points qui ont des abscisses égales et de signes contraires. 
En effet, Tonde incidente continuant sans altération son 
mouvement du côté des x négatifs, il suit de la remarque 
que nous rappelons, que, pour avoir Tonde réfléchie , il 
faut concevoir que chacun des éléments de Tonde inci- 
dente, arrivant en A, se replie sur lui-même avec la vi- 
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tcssc ^1, mais de lelle sorte que la vitesse absolue des mo- 
lécules y reste la niôoie eh graudeur et en signe, tandis 
que la condensation a changé de signe sans changer de 
grandeur. 

On peut remarquer que si cette onde réfléchie allait de 
nouveau rencontrer une ouverture communiquant avec un 
réservoir indéfini, elle subirait une nouvelle réflexion 
suivant les mômes lois et redeviendrait identique avec la 
première onde incidente. Et cet efTet se reproduirait indé- 
finiment. 

Mouvement d\m gaz dans un tuyau limité dans les deux 

sens, 

205. Lorsqu'un tuyau est limité dans les deux sens, il 
se passe à ses deux extrémités , ouvertes ou fermées , des ef- 
fets semblables à ceux que nous venons de considérer. 
Chaque élément de Fébranlement donne naissance à deuY 
ondes qui marchent en sens inverse et vont successivement 
se réfléchir aux deux extrémités suivant les lois que nous 
venons d'établir. On peut reconnaître ainsi la périodicité 
de ce mouvement et la durée de la période. 

Considérons, par exemple, un tuyau fermé à ses deux 
extrémités. Un élément infiniment petit de l'ébranlement 
initial donnera lieu à deux ondes élémentaires. Suivons 
la marche de l'une des deux. Parvenue à Textrémité, elle 
sera réfléchie de manière que la condensation soit restée la 
même, et la vitesse la même au signe près 5 arrivée à la se- 
conde extrémité, elle est de nouveau réfléchie, en con- 
servant la même condensation et la même vitesse au signe 
près j elle est donc revenue au même état qu'au moment 
du départ. Or, elle reprendra sa position initiale après 
avoir parcouru , avec la vitesse a , un espace égal à deux 
fois la longueur du tuyau ; et il en sera de même de tous 
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les éléments de rébranleraent primitif; et, par consé(|ueiit, 
à ce même moment, l'état du gaz dans le tuyau entier sera 
identique avec Tétat initial. Les états subséquents seront 
donc les mêmes que ceux qui ont déjà eu lieu, et ce 
mouvement se reproduira périodiquement. Si Ton désigne 
par l la longueur du tuyau, la durée de la période 

sera — • Un raisonnement analogue montrerait que, dans 

le tuyau ouvert aux deux extrémités , l'état du gaz rede- 
vient encore le même lorsque l'onde élémentaire a parcouru 
l'espace 2/. 

Mais si le tuyau est fermé d'uyi côté et ouvert de Tautrc, 
les choses ne se passent plus tout à fait de la même ma- 
nière ; comme il faut, pour que Fétat du gaz soit redevenu 
le même, que l'onde élémentaire ait subi deux fois la même 
espèce de réflexion, et que les deux extrémités en produi- 
sent d'espèces difler entes , il sera nécessaire que cette onde 
ait parcouru quatre fois la longueur du tuyau, et, par 

conséquent, la durée de la période sera — • 

On désigne sous le nom de vibration un petit mouvement 
qui se reproduit périodiquement ; et Ton reconnaît, en phy- 
sique, que le son qui en résulte est d'autant plus aigu que le 
nombre de vibrations faites dans un même temps est plus 
grand. Il suit de la discussion précédente que le son rendu 
par un tuyau ouvert à une extrémité, et fermé à l'autre, 
est à l'octave au-dessous de celui que rendrait un tuyau de 
même longueur, ouvert ou fermé à ses deux extrémités. 

II est bon de remarquer que la durée que nous avons 
reconnue pour la période est une limite supérieure. Nous 
avons prouvé qu'après cet intervalle on retombe identique- 
ment sur le même état du gaz , et généralement on n'y re- 
tombera pas auparavant. Mais il est possible que I état 
initial soit tel qu'il se reproduise identiquement avant que 
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tel înU»r\alIr iM' soil arlu'vé; rrUc périotU» , plus petite , ne 
pourra éviilcmnient ùlre qu'un sous-multîple de la pre- 
mière. Nous ne faisons qu'indiquer ce résultat que nous 
retrouverons tout à Tlieure dans la discussion directe et 
complète des trois cas que nous venons d^examiner rapi- 
<lement. 

I®. Cas dun tuyau fermé à ses deux extrémités. — 
En désignant par / la longueur du tuyau AB [fig» 17) et 
(conservant toujours les mêmes notations , nous aurons à 
satisfaire aux équations suivantes : 

['>.) — i- == o pour X = o et pour j: = /, 

I /intégrale générale de Féquation (i) est 

.^ = F, (.r -h at) -4-/ {x — at). 

La condition (2), relative à x = o , conduit à réquation 
suivante, dans laquelle z désigne une quantité arbitraire: 

(4) F(3)-t./t~z) = o. 

La même condition (2) , considérée pour »r = /, donnera 

(5) F(/-i-s)+/(/-z) = o. 

Les fonctions F et/i qui se déduisent, comme nous l'avons 
déjà fait voir, des fonctions données tp, j^, ne sont déter- 
minées , comme ces dernières , que pour les valeurs de la 
variable qui sont comprises entre o et /. Les équations (4) 
et (5) vont les déterminer complètement, et l'on saura 
alors quel devrait être Tétat initial du gaz dans un tuyau 
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iudéiini dans les deux sens , pour présenter eiilre o et / 
tous les mômes etlels qui vont se produire dans le tuyau en 
question . 

L'équation (4) exprime , comme nous avons déjà eu oc- 
casion de le remarquer, que si Ton considère les courbes 
ayant pour équations 

depuis X = — 00 jusqu'à j: = -(- oo , le lieu formé de la 
partie de Tune située d'un côté de A^ et de la partie 
de l'autre située de l'autre côté , a lé point A pour 
centre. 

L'équation (5) exprime qu'il en est de même relative- 
ment au point B. Ce lieu ayant deux centres A , B , en a une 
infinité d'autres, distants les uns des autres de cette même 
quantité /, et situés à droite et à gauche de l'origine A, 
comme l'indique la figure. Il en résulte que chacune des 
fonctions F et /" est périodique par rapport à la variable , 
et conserve la même valeur quand cette variable augmente 
ou diminue de 2 /. 

Cette propriété importante peut d'ailleurs facilement être 
déduite des équations (4) et (5). En effet, si dans la der- 
nière on change z en z -f- /, elle devient 

« 

F(2/-f-z)+/(-z)=o, 

résultat qui ^ combiné avec l'équation (4) , donne, quelque 
soit z ^ 

F(z) = F(2/H-z); 

d'où il résulte que la fonction F est périodique, et que la 
période se rapporte à l'étendue 2 /de la variable. On prou- 
verait semblablement la* périodicité de la fonction f. On 
changerait z en z — / dans l'équation (5), ce qui don- 

II. ?. I 
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lierait 

F,z)+/(2/-z)~o, 

et, en verlu de réquatioii (4) , 

/(2/-z)=/(-z). 

Cette équation ayant lieu , quel que soit z , en grandeur et 
en signe, prouve que la fonction ^ est périodique, et que, 
de même que pour la fonction F, la période se rapporte à 
Fétendue 2 /de la variable. 

Cela posé, on déduira, comme précédemment, de la va- 
leur de (p , 

/* = F ( j: H- at) 4-/(x — at) , 

flr 7 = — F (a: -f- ûtf) -h/(x — at). 

Or, il suit de la périodicité des fonctions F et y*, que la vi- 
tesse et la condensation redeviennent les mêmes en un même 
point quelconque, à des époques distantes les unes des autres 
d'un intervalle T, tel que Ton ait 

L'état du tuyau est donc périodique et se reproduit indé- 
finiment à des époques distantes les unes des autres de Tln- 

2/ 
tervalle — > comme nous l'avions déjà trouvé. 

1^, Cas d'un tuyau ouvert à ses deux extrémités, — 
Dans ce cas , la condensation devant être nulle à chaque 
instant aux deux extrémités, on devra avoir, quel que 

soit ^, 

— =r o, pour a: = o et pour j? = /, 
dt 

ce qui exige que Ton ait , quel que soit z , 

(1) F(z)=/(-z), 

(2) F(/-4-3)=:/(/-z); 
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changeant z en z -\- /dans Téquation (îi) , on obtient 

F(2/H-z)=:/(-z), 

et, d'après l'équation (i) , 

donc encore la fonction F est périodique , et sa période ré- 
pond à rétendue 2 / de la variable. 

On arrive à la niême conséquence pour la fonction y, en 
changeant z en z — / dans Féquation ( 2) ^ ce qui donne 

F(3)=/(2/~3), 

et, d'après l'équation (i) , 

/(2/-z)=/{-3). 

L'état du tuyau est donc encore périodique, et est le même 
à deux époques quelconques séparées l'une de l'autre par 

2/ 
un intervalle ésal à — 

" a 

3°. Cas dHun tuyau fermé â! un côté et oui^ert de F autre. 

— Supposons qu'à l'extrémité prise pour origine , le tuyau 

soit fermé, et qu'il soit ouvert à l'autre, on devra avoir, 

quel que soit f ^ 

(!) ^=0 pour x==o, 

(2) — 2- = o pour x = l. 

Ces deux conditions conduisent aux suivantes : 

(3) F(z)-f-/(-z) = o, 

(4) Y{l-^z)=/{l^z). 

En changeant z en z -|- /dans l'équation (4) , on obtient 

• F(2/ + 3)=/(-z), 

21 . 
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et , d'après ré<(uatioi] 1 3) . 

F(2/H-s;=~F(r). 

La fonction F ne leprend donc pas la même valeur quand 
la variable augmente de il. Mais ces deux valeurs ne difli^ 
rent que par le signe. Donc , si Ton augmente de nouveau 
la variable de 2/, la fonction reprend identiquement sa 
première valeur. Elle est donc encore périodique , mais la 
période répond à Tintervalle 4^ de la variable. 

On reconnaîtrait la même propriété pour la fonction /, 
en changeant z en z — / dans Téquation (4). Il suit de là 
que , dans le cas actuel, Fétat du tuyau est encore pério- 
dique, mais que généralement il ne redevioit le même qu'a- 
près un intervalle égal à —9 comme nous l'avions déjà dé- 
montré d'une autre manière. 

Solution des questions précédentes au moyen de séries 

trigonométriques . 

206. Nous allons maintenant traiter la question du mou- 
vement de l'air, ou d'un gaz quelconque, dans un tuyau 
fini , au moyen d'une méthode très-féconde, et beaucoup plus 
commode dans la plupart des cas. Elle consiste à déterminer 
d'abord, non pas l'intégrale générale de l'équation aux dif- 
férentielles partielles, mais un nombre infini d'intégrales 
particulières, que l'on assujettit à satisfaire chacune aux 
conditions relatives aux limites du système. Si Ton a eu 
soin de préparer les équations de manière à ce qu'elles ne 
renferment pas de termes indépendants de la fonction ou 
de ses dérivées, ime somme d'intégrales particulières, mul^ 
tipliées respectivement par des constantes arbitraires , est 
encore une intégrale de l'équation indéfinie, et elle satis- 
fait encore aux é(|uatîons aux limites si chacune des pre- 



DEUXIÈME PARTIE. — HYDRODYNAMIQUE. 32$ 

mières y satisfait. Il ne s^agit donc plus que de déterminer 
les constantes en nombre infini , que renferme cette inté- 
grale , de manière qu'en faisant t = o on obtienne Tétat 
initial proposé. Nous allons reprendre, en suivant cette 
marche, la résolution des derniers problèmes. 

1**. Moin^ement d'un gaz dans un cylindre Jermé des 
deux côtés, — En employant les mêmes notations que pré- 
cédemment, il faudra satisfaire aux conditions 

(2) -î = o pour X = o et pour j: = /, 

dx 

(4) ^ = — «'x(^) po«r /=o. 

On reconnaît immédiatement qu'on satisfait à Féquation (i) 
en prenant 

y = (M CO8/WX-4-N sinmx) (A sinûm/-f- B cosami)y 

M, N, A, B, m étant des constantes arbitraires. Pour sa- 
tisfaire à la condition (2) , quel que soit «, il faut que la 
dérivée du facteur 

Mcos/7i^ + N sinmx, ou — w(M sin mx — N cos /wo? ) , 

soit nulle pour jc = o et pour x = /, ce qui donne les deux 
équations 

N=o, sin/n/ = o, don m = — » 

n désignant un nombre entier quelconque , positif ou néga- 
tif. Mais on peut se borner aux valeurs positives , parce que 
les valeurs de 9 correspondantes aux valeurs négatives de n 
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lie diÛëreraienl pas des premières, vu l'indétermination dei 
coefficients. 

Désignons par £ une somme relative à toutes les valeurs 
entières et positives de n; supposons que A et B changent 
arbitrairement avec n , et supprimons le facteur M qui est 
inutile^ nous aurons une intégrale plus générale de Féqua- 
tion (i), satisfaisant aux conditions relatives aux extré- 
mités du tuyau. Cette intégrale est 

y = S ros — - — ( A sin — h B ces — r— 

Si nous différentions cette expression par rapport à x et I 
pour en déduire u et y qui donnen t la solution de la ques- 
tion , et que nous remplacions par A et B les constantes 

arbitraires A — ? ^—r'> nous aurons 

,-., . nnx l . antit ^ amzt\ 
(5) « = — I sm — - — I A sin — h B ces — - — j » 



(6) ay = — 2 ces — - — ( A cos — B sin 

Si nous faisons ^=:o dans ces expressions, les équations (3) 
et (4) donneront, pour déterminer A et B, les conditions 
suivantes : 

(7) ïBsin— — = — ■v|/(j7), 

IC\\ ,. ^ "^«^ / \ 

(8) ïAcos— — = — «x(*)- 

Pour déterminer les coefficients B , nous développerons la 
fonction ^ (^) , qui est donnée de x = o h x = l seule- 
ment, en série procédant suivant les sinus des multiples 
de .r. C'est supposer que Ton ait 
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et celle condilioii peul êlre admise, puisque ^ (x) est eu- 
tièrcmenl arbitraire en dehors des limites o et /. On fera 
usage, à cet effet, de la formule suivante (Cours (Vji" 
nalysc) : 

/ \ ^ v^* • "^^ r i \ • "^^ 7 

<j)(x) = -> sin « •— I <p(aj sin«— - rta, 
et Tou voit qu'on satisfera à la condition (7) en prenant 

B = — - f >p(a) sin/î — «a. 

^ c/O ' 

Pour satisfaire à Téquation (8), il faudra faire usage d'une 
formule de développement où n'entrent que les cosinus des 
multiples de x ^ c«la suppose que Ton ait 

et l'on peut s'assujettir à cette condition, puisque la fonc- 
tion -^ est arbitraire en dehors des limites o et /. On em- 
ploiera, à cet effet, la formule suivante [Cours d'Analyse) : 

, s I r^ . V , 2 w-,00 TTX r' . Tra , 

<p(j:j = - I <p(a)«a4-T X COS«— - I <p(a) cos « — «a. 

Or, dans le cas actuel on a 

car la condensation moyenne dans le gaz du tuyau est nidle^ 
puisque les tranches extrêmes sont restées immobiles. On 
satisfera donc à la condition (8) en prenant, pour toute 
valeur entière de n , autre que zéro, 

A=— y- / Xl«Jcos/î--r/a. 

* t/o ' 
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I.cs formules (51 cl (6) de\M*niieiil ainsi 









I -4-cos— — I ^»(a)sin— p«» 



2 irx 

( I o ) 7 = - i cos /i 



' 1 I . anni C\ i \ • '"^« ^ l 



On recoiinait immédiatement que si pour une même valeur 
de t on considère des valeurs de x, différant les unes des 
autres de la quantité 2/, les valeurs de u et y qui leur cor- 
respondent seront les mêmes. Ces fonctions sont donc pério- 
diques relativement à x, et la période répond à l'étendue 2/ 
sur Taxe des x. Si , de même , on laisse x constant , et que 

2/ 
l'on fasse variei* f de — » m et y conservent encore les mêmes 

a ' 

valeurs; le mouvement de chaque point est donc pério- 
dique, et la durée de la période est — • 

Ces formules (9) et (lo) sont celles que l'on obtiendrait 
pour un tuyau indéfini, en partant de Tétat initial que To^ 
trouverait en faisant ^ == o. Cet état initial indéfini, et qui 
serait évidemment périodique, tiendrait lieu des conditions 
des extrémités. 

907. Si Ton considère en particulier l'état initial pour 
lequel la série se réduirait à un seul terme, correspondant 
à une valeur quelconque n , on aura ce que l'on appelle un 
mouvement simple du système. Un état variable simple, 
dans toute théorie, est celui où le changement, quel qu'il 
soit, se fait en tous les points, proportionnellement à une 
niêmc fonction du temps. Les rapports sont alors les mômes 
k tout instant. 
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Dans les questions que nous traitons, ces états ne peuvent 
être que de la forme que nous avons choisie, vu que les ex- 
ponentielles qui constitueraient la seconde forme possible, 
ne satisferaient pas aux conditions des extrémités. Ce mou- 
vement sera représenté par des équations de la forme sui- 
vante : 

. nitx / , amzt ^ amvt\ 
u = sm —y ( P siii — h Q cos — — I > 

nrcx / am:t ^ . ani^tX 
a -y = cos —j- I P cos — Q sm — — j • 

La durée de la vibration est, dans ce cas, — au lieu de — » 

' na a 

Le» valeurs de u §ont nulles pour toutes les valeurs de x qui 

satisfont à Téquation 

sm — — = o , 

et soûl renfermées dans la formule 

kl 
n 

h étant un nombre entier. 

Les points où le gaz est immobile dans le tuyau, ou les 
nœuds ^ sont donc tous ses points de division en /* parties 
jégales. 

Les points où la condensation est nulle , et qu'on appelle 
ventres y seront donnés par l'équation 

n'KX ^ (2^ + \)l 
cos -— - = o, d où X = ^ i-: 

l 2/2 

ils sont donc situés aux milieux des intervalles successifs 
des noeuds. 

208. 2^. Cas ou le tuyau est ous^cvt à ses deux extré- 
mités, — Los équations relatives aux extrémités sont, dans 
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jce cas , 

{1(0 , 

— i = o pour X = o et pour xz=. l, 

hvis autres équations sont les mêmes que dans le cas précé- 
dent, et Ton aura une valeur de (f satisfaisant à tout, 
excepté à Tétat initial , en prenant 

. nnJC f ^ . anitt ^ anizt\ 
^ = Zsin— - (Asm — hBcos — - — u 

ta somme Z se rapportant à toutes lés valeurs entières et 
positives de « ^ et A, B étant des constantes arbitraires, va- 
riant avec n. 

On déduit de celte valeur de ^ les expressions suivantes 
de u et y, qui sont les seules dont on ait besoin et dans les- 
quelles les indéterminées A et B diffèrent par le facteur — 
de celles qui entrent dans (f : 



TTC ^ 



nirx l ^ . annt ^ an' 
u = l cos -— I A sin — h B cos — r 

nnx / ^ annt ^ . annt\ 
rt 7 = — 2 sin — — I A cos — B sm — -— j • 

Pour que ces valeurs satisfassent à Tétat initial , il faudra 
c[ue l'on ait, entre les limites a: = o et a:=/, les deux 
identités suivantes : 

ZBœs——- =r ^Ka;), 



2Asin —j- == — flx(«), 



tie qui montre d'abord que les fonctions tp et ;^ doivent être 
périodiques par rapport à x, et que l'étendue de la période 
»est il\ que, de plus, la fonction tp conserve la même valeur 
quand on change a: en — x^ tandis que la fonction f^ prend 
Tune valeur égale cl de signe contraire, par ce même chan- 
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gement. Or, toutes ces conditions peuvent être admises, 
puisque ces fonctions sont arbitraires en dehors des limites 
^ = o, X = l» 

Les deux équations précédentes donnent, pour une valeur 
quelconque de n , 

la r^ nizx 



B = y I '^(a) cos— - rta. 



La valeur de B, relative à /z = o, donnerait dans u le terme 
constant 



7 / ^Ka)«?a, 



qui n'est autre chose que la valeur moyenne de^(x) ou 
de M, ou la vitesse initiale du centre de gravité du gaz ren- 
fermé dans le tuyau. Si donc on suppose que ce gaz et le 
tuyau fini qui doit toujours le renfermer n'aient pas un 
mouvement uniforme de translation dans l'espace, ce 
terme est nul , et il suffira de considérer les valeurs de n 
depuis I jusqu'à l'infini ; la solution du problème sera donc 
donnée par les formules suivantes : 

[ . annt f* . . . /2 7ra , 

I — «sin — — I x(a)sin-— - r/a 



2 

« = - 2 ces 



11^ 



— \ >Ka)cos— r/ 



-h cos I iL { a) ces — — d OL 



\ -h cos—— / ;)^(a)sin-— -r/a 

7. . ni: X y ' Jo * 

y = - 2sin — — / 

' ^ i \ . anizt r . , . m:oL ^ 

— j Kajcos — r/a 



4- - sm 
n 



On reconnaît immédiatement qu'à une même époque quel-^ 
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conque réut du gaz est le même en des points dont la dis- 
tance est 2 /. Ou voit , de plus , qu'en un même point qael- 

2/ 
conque Tétat redevient le même après mi temps égal à — \ 

que, par conséquent, les vibrations sont périodiques en 

2/ 
chaque point, et que la durée de la période est — 9 comme 

dans le cas où les deux extrémités sont fermées. 

209. Si Ton considère Tun quelconque des mouvements 
simples qui peuvent avoir lieu, il sera représente parles 
équations suivantes , où n désigne un nombre entier quel- 
conque , et A , B des constantes arbitraires : 

nnx I , . an-Kt ^ an%t\ 

U = COS — r — I A Sm — r h B COS — r — j y 

. nfcx l ^ . anni , anvt\ 
a 7 = sm — — I B sin — A ces — — I • 

Comme il n'y a qu'un seul arc, — - — ? les valeurs de u et 7 

redeviendront les mêmes après un temps égal à — • 
Les ventres seront donnés par Téquation 

, nttx ,, . Al 

sm — : — = o , d où x = — » 

k désignant un nombre entier quelconque. Ces points par- 
tagent donc le tuyau en n parties égales. Les nœuds seront 
donnés par Téquation 

COS = o, d ou X = (n k -i- i] — • 

l ■ ' 2/1 

Ces points sont donc situés aux milieux entre les ventres 
successifs. 

210. 3". Cas d.un tuyau ouvert d'un coté et Jermé de 



DEUXIEME PARTIE. — HYDRODYNAMIQUE. 333 

/'ai/^re. — Supposons, en dernier lieu, que le tuyau soit 
ouvert à Pextrémîté située à l'origine, et fermé à l'autre. 
On devra avoir alors 

d ra 

—i = o pour a? = G, 
dt 

dfû 

^ = o pour x=.l, 

et Ton satisfera à toutes les conditions , excepté à celles de 
l'étal initial, en prenant 

« =r 2sm ^ -r — \ A sin ^ j- 1- Bcos ^ ^ j, 

^ 2/ I 2/ 2/ ) 

A et B désignant des constantes arbitraires, variant avec », 
et la somme Z se rapportant à toutes les valeurs entières 
et positives de n. On déduit de là pour m et y les valeurs 
suivantes, dans lesquelles A et B désignent de nouvelles 
indéterminées, qui diffèrent des précédentes par le fac- 

(2/1 4- l) TT 



teur 



2/ 



« = 2cos^ ■/■ {Asm^ {■ hBcos^^ ^ — m 

2/ I 2/ 2/ ) 

«7=— 2sm -^ — <Acos^ r Bsm^ r ?• 

2/(2/ 2/ ) 

Pour que ces expressions satisfassent à Tétat initial , il fau- 
dra que l'on ait, entre les limites x = o^ x = l^ les deux 
identités suivantes : 

IBCOS^ r-^ =: «K^)> 

2Asin^ Tl = "-''X('^)- 

Ces équations exigent que les fonctions ^ (x), y^ [x)^ con- 
sidérées dans l'étendue indéfinie de l'axe des x^ soient 
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telles que, lorsqu'on y change .r en — x, la première reste 
la mi>me, et la seconde la même au signe près; que les va- 
leurs /-+-« et / — a, prises |)Our x, donnent pour ^ (x) 
des valeurs égales et de signes contraires, et pour ^ (a:) des 
valeurs égales et de même signe; et qu'enfin ces fonctions 
soient périodiques par rapport h x^ l'étendue de la période 
étant 4 l* Ces conditions peuvent être admises , puisque ces 
fonctions ne sont données qu'entre x = o, x = l^ et cet 
état initial assurerait les conditions des extrémités en sup- 
posant le tuyau indéfini dans les deux sens et le gaz entière- 
ment libre. 

Les valeurs générales de A et B, propres à satisfaire aux 
équations précédentes, sont 



B = - / ^|/(a)cos^ j^ r/a, 



i 



na r^ (2/î-M)7ra 
A = — -— 1 y{a)sin^ r-^ a a. 

La solution de la question sera donc donnée par les for- 
mules suivantes : 

— rtsm^ -^— V 1 Y(a)sm^ ]r — a«l 

«/o \i 

2/ X ^^ ^ ^' 

4.C0S ^y J x(=')«n^^ -^ ^» 

« 2/ J^ ^^ 2/ 



2 (2 « -h I ) TT X ^ ^ 

M = -; 2 ces ^ -^ 

/ 2 / 

-H CCS 



2 . (2/l-hl)7rJC 



îp = -- 1 sm 



/ 2/ 



les sommes S se rapportant à toutes les valeurs positives et 
entières de n depuis o jusqu'à Tintinî. 

Ces expressions sont périodiques par rappon à o: et ^ 
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dans tm intervalle 2 / pour x^ et — pour t, La durée de la 

période est donc double , dans ce cas , de ce qu'elle était dans 
les deux cas précédents, et le son fondamental rendu par 
ce tuyau est d'une octave au-dessous de celui que rendrait 
un tuyau de même longueur, ouvert ou fermé des deux 
côtés. 

21 1 . Si Ton considère le mouvement simple correspon- 
dant à une valeur unique quelconque de w, la durée de la 

période sera -, ~ — ; — 

^ (a/î -h i) fl 

Les nœuds seront donnés par les racines de Téquation 

(2/2-1-1) 7tX 
CCS ~ = , 

2/ 
qui sont représentées par la formule 

(2X--hi)/ 

X =: ? 

2/î H- I 

k désignant un nombre entier. Les distances des nœuds k 
l'origine sont donc respectivement 

/ 3/ 5/ , 



2/1 4- I 2/2-1-1 2/1 -h I 

2/ 

ils sont distants les uns des autres de 5 et, par con- 

2/2 -hi ^ 

séquent, à partir du premier, on a comme une suite de 

2/ 
tuyaux d'une longueur égale à 5 et dont les deux ex- 
trémités seraient immobiles et pourraient, par conséquent, 
être considérées comme fermées. 

Les ventres ont pour abscisses les racines de l'équatioa 

. (2/2 -h i)na: 

SHi ^ r^ = ; 

2 / 
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ces racines sont représentées par la fut mule suivante, dans 
lac|uelle A désigne un nombre entier indéterminé : 

7. kl 



X = 



2/1 + I 



Les distances des ventres à Torigine, dans toute l'étendue 
du tuyau, sont donc respectivement 

2/ 4' ^^^ 

o, 1 ? • • • 1 



2/ï-t-l 2/I-f-l 2/î-hl 

Ce sont encore les points milieux entre les noeuds succes- 

2/ 
sifs ; ils sont distants les uns des autres de , et le gaz 

compris entre deux ventres consécutifs est dans le même 
cas que s'il se troiivait dans un tuyau ouvert aux deux 

2 / 
bouts , qui aurait pour longueur 

^ /• ' I ' I 



Du mouvement dam un gaz indéfini dans tous les sens. 

212. Considérons maintenant les petits mouvements des 
molécules d'un gaz homogène indéfini dans tous les sens; 
nous aurons Téquation précédemment démontrée 

^ ^ ^r» ~ \ rix' dy^- ^ dz' 

Il n'y aura, dans ce cas, aucune condition aux limites, 
puisque le fluide s'étend à l'infini dans tous les sens ; mais 
il faudra toujours satisfaire à l'état initial^ ce qui exige que 

-~> -r 9 -r^ et -r deviennent des fonctions données arbi- 
dx djr dz dt 

traîrem^nt des variables x^ y^ z^ lorsqu'on y fait f = 0, 

Or, les trois dérivées partielles d'une fonction x^ y^ z étant 

données, la fonction elle-même est connue à une constante 

près dont il est inutile de tenir compte dans la question ac- 
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tuelle^ d'où il suit que Téiat initiai étant donné, on connaît 

les valeurs de y et —^ pour f = o . Ainsi , en désignant par 

F et y des fonctions arbitraires de x^ y^ z, les conditions 
de l'état initial seront exprimées par les équations 

(2) ^z=/(x,jr,z), ^ = F(ar,j, z), pour t=zo; 

la question se réduit donc à satisfaire aux équations (i) 
et (2). C'est ce que l'on fera au moyen de la formule sui- 
vante , qui a été donnée par Poisson : 



^'^^tJo Jo "^^ \ z-f-flr sin sin 4» J 



+ 



Les int^rations, par rapport à d, sont faites entre ks limites 
o et TT , et celles par rapport à ^ , entre o et 27r. Cette valeur 
de (f peut encore être écrite comme il suit : 

(f^= y-^ td<^¥(x -\' atcosoL, jr-hatcos^y z-{- atcosy) 
7— -T"§/^û)/*(j:-f-ûf cosa, j-h«/cos6, z-^atcosy), 

d(ù désignant un élément infiniment petit de la surface 
sphérique décrite de l'origine comme centre avec un rayon 
égal à l'unité ; a , ë , y désignant les angles formés par le 
rayon vecteur mené de l'origine à un point de cet élément , 
et les sommes S se rapportant à tous les éléments de la 
surface de la sphère. 

Cette importante formule est d'une application très-com- 
mode lorsque les fonctions F et f sont données , comme 
dans le cas actuel , jK>ur toutes les valeurs réelles des varia- 
bles x^ y^ z\ mais si le fluide était limité , les conditions 
II. 22 
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^rticulières ipn en irësnlteràient devienÀràîent ti*è&^ffi- 
ciles à exprimer, et Ton serait obligé de prendre d'autres 
formes pour Tintégralc de Téquation (i). Nous ne nous oc- 
cuperons pas de ce dernier cas. La formule (5) donne k 
solution coinplète de la question, puiscjn'elle donne la fonc- 
tion (f , et par conséquent la condensation et les composantes 
de la vitesse en un point quelconque et à une époque quel- 
conque. Nous nous bornerons à en déduire la vitesse avec 
laquelle un ébranlement quelconque se propage dans Je 
fluide, et, pour que les résultats soient d'une interprétation 
plus facile et plus claire, nous supposerons que cet ébran- 
lement n'ait lieu que dans une portion infiniment petite 
dans tous les sens , dans Fintérieur de laquelle on ait pris 
Torigine des coordonnées. 

Dans ce cas, les fonctions /(j:, y, -z) , F(ic, jr, z) seront 
nulles pour toutes les valeurs de a: , j^, z qui ne seront pas 
les coordonnées de riin des points de la partie ^rÉhiée^ 
Coordonnées qui seront toutes infinimetit petites. ^ *dodc 
nous posons 

• 

(5) x-f-^^cosa = a:', jr -{~ at cos^ = jr% z -^ àtcosj=zzf, 

la valeur de (f ne sera différente de zéro pour le point M 
qui a pour coordonnées a:, y, z, que lorsque la valeur de t 
sera telle, que x'^y\ z' puissent être, pour des valeurs con- 
vensibles'de a, S, y , les coordonnées de points situés dans 
la partie priniitivétnent ébranlée; et ces valeurs dfe a, 6,7 
sont les seules <|ii' il y ait à considérer dans lés Intégrales 
définies qui ëtitrent dans TexpressiOn de f . 

Il est facile de se représenter géométriquemedt lies direc- 
tions correspondantes à ces valeurs'de a, 6, 7 ou die 9 et ij/, qui 
ne dônnentpa^ des éléments nuls dans les ititégrales;En effet, 
le point'dont lès coordonnées sônt'les valeurs de x', y', z* 
données par les équations (5), se corfttruit en portant, à 
partir de M , ùnelongueUr égale â at sur lïi direction corres- 
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poudante aux angles a , 6^ j^. Si donc ou décrit une sphère 
du point M comme centre avec €U pour rayojiÇL , les points de 
sa surface qui se trouveront compris dans rébranl^pieut 
primitif seront les seuls pour lesquels les foucUons/* Ojt f 
ne seront pas nulles ^ et les directions des rayons vecteurs 
meués du point M à ces divers points, sont les seules aux- 
quelles il soit nécessaire. d'à voir égard. D'où Ton voit que 
lafonctiou f sera nulle jusqu'à ce que la surface delà sphère, 
qui ,|i M pom*. centre,. et pou,r rayon la variable af, com- 
mence à pénétrer dans l'ébranlement primitif^ et qu'elle 
redeviendra nulle lorsque cette surface^ dout le .rayon croit 
uniformément , cessera de le traverser^ et à chacune des, épo- 
ques intermédiaires , la seule partie de l'ébranlement qui 
détemûne la valeur de f est celle qui se trouve sur la sphère 
de rayon at, 

. La conséquence immédiate, de cette proposition est qu'un 
ébranlement infiniment petit dans tous les sens se propage 
dans toutes les directions avec une même vitesse égale à a , 
puisque, au bout du tempst, les points situés à la distdnce at 
commencent à se mettre en mouvement. 

La durée précise de l'ébranlement en un point quel- 
conque N est déterminée par les deux sphères décrites de 
ce point comme centre, et qui sont telles, que la partie 
ébranlée soit tout entière hors de la première, et tout euti^rc 
dans la seconde, en ayant un point commun avec }a surface 
de Tun.et de l'autre. 

La vitesse de propagation du mouvement dans un gaz 
homogène , indéfini dans tous les sens , est donc la même 
que. dans un . tuyau cylindrique . 

De l'équilibre et des mouvements infiniment petits 

dun fil élastique. 

213. L'analogie de cette question avec les précédentes 

22. 
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nous a déterminé à la placer à la suite, quoiqu'elle ne se 
rapporte pas au mouvement des fluides. 

Jusqu'ici nous avons considéré les fils comme inextensi- 
bles, ce qui est purement fictif; nous supposerons main- 
tenant qu'ils soient susceptibles de s'allonger sous l'in- 
fluence de forces qui y produisent une tension quelconque, 
et nous resterons dans des limites telles, que le fil ne se 
rompe pas et reprenne sa première longueur quand la force 
cesse d'agir. Dans ces limites, l'expérience démontre que ral- 
longement est proportionnel à l'accroissement de la tension. 

Nous appellerons état naturel du fil celui dans lequel il 
se trouve quand il n'est sollicité par aucune force. Consi- 
dérons, dans cet état, une longueur d'un fil bomogène, 
égale à l'unité , et produisons dans ce fil une tension égale 
à l'unité de force; il s'allongera d'une certaine quantité J, 
qui est une donnée nécessaire dans toutes les questions aux- 
quelles il peut donner lieu. Si une tension égale à l'unité 
était en debors des limites dont nous avons parlé ci-dessus, 
on ne la produirait pas réellement dans le fil; mais, pour 
l'uniformité des notations, nous supposerons toujours que 
l'on donne la quantité d dont s'allongerait l'unité de lon- 
gueur du fil, soumise à une tension égale à l'unité, en sui- 
vant les mêmes lois que dans les limites de son élasticité. 
Seulement on devra examiner, dans cbaque application par- 
ticulière, si l'on ne sort pas de ces limites, auquel cas les 
résultats de l'expérience ne pourraient s'accorder avec ceux 
qu*indiqueraient nos calculs. 

214. Soit AB [fig- 16) un fil élastique bomogène, dont 
les extrémités A et B sont fixes, et qui éprouve une ten- 
sion T lorsqu'il n'est soumis à aucune action extérieure, et 
que, par conséquent, tous ses points sont dans la droite AB : 
soit 6 la masse de l'unité de longueur. Prenons le point A 
pour origine d'axes de coordonnées rectangulaires , et don- 
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nons à Taxe des x la direction AB. Désignons par X , Y, Z 
les composantes de la force appliquée à tous les points du 
fil , et rapportée à T unité de masse : la question est de dé- 
terminer, pour un point quelconque du fil , les valeurs de 
ses trois coordonnées, qui seront constantes dans le cas 
de Téquilibre , et fonctions du temps t dans le cas du mou- 
vement. 

Considérons un point quelconque P du fil, dans Tétat 
primitif où il ne s'exerce sur lui aucune action extérieure. 
Sous l'influence des forces X, Y, Z qui agissent sur tous ses 
points, il y aura un déplacement général : soit M la posi- 
tion , à un instant quelconque , du point matériel situé pri- 
mitivement en P^ nous allons commencer par chercher 
Fexpression générale de la tension du fil à ce point M. Pour 
cela, considérons de même un second point Q, situé dans 
Tétat primitif à une distance infiniment petite a de P, et 
qui se trouve en N à Tintant où P est en M \ l'excès de la 
longueur MN sur PQ, étant divisé par PQ ou a, donnera 
rallongement, rapporté à Funité de longueur, qu'a subi le 
til dans le voisinage du point P \ et il sera facile d'en déduire 
Taccroissement de la tension. 

Désignons par x l'abscisse AP du point P dans l'état pri- 
mitif, et par a: -4- m , j^, -z les coordonnées de M; les trois 
quantités infiniment petites u^ y^ z seront les inconnues 
de la question; elles seront des fonctions de x dans le cas 
de l'équilibre, et des fonctions de x et ^ dans le cas du mou- 
vement; X est constant dans le mouvement du même point 
matériel , et change quand on passe d'une molécule à une 
autre. 

La différence MN — PQ étant très-petite par rapport à 
PQ, on ne pourra négliger dans son expression que les 
quantités très-petites du second ordre par rapport à PQ. Or, 
en ne considérant que les cas où les anglçs des divers élé- 
ments du fil avec l'axe des x restent très-petits, on pourra 
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négliger la diffërcnce entre MU et sa projection sar Taxe 
des x; et, par cons<^ent, si Ton désigne par \u' ce que 
devient u au point Q, on pourra écrire 

MN — PQ = «'— u. 

Mais u' n'étant autre chose que u dans lequel on remplace 
X par a: -4- a , on aura 

. du 

u — tf = —- a, 
du? 

en négligeant les termes infiniment petits par rapport au 
premier. En divisant cet accroissement par a, on aura, 
d'après ee qui a été dit, rallongement positif ou négatif^ 
rapporté à l'unité de longueur, qu'a subi le fil au point dont 
l'abscisse est x dans l'état primitif) l'expression de cet allon-» 

gement est — • Or, l'accroissement de longueur étant prd- 

€t JC 

portionnel à l'accroissement de tension, ce dernier aura 
pour valeur x ^9 et, par conséquent, si nous désignons par 

T la tension qui a lieu au point M à un instant quelconque, 

on aura 

«, t ^" 

T = T H 

9 tlx 

Connaissant maintenant l'expressioti générale dé la tension, 
on suivra la même marche que dans le cas des fils non 
élastiques. On considérera un élément infiniment petit MN, 
et l'on cherchera d'abord toutes les forces extérieures qui 
agissent sur lui. Ces forces sont les tensions en M et N, di- 
rigées en dehors de l'élémen t , et les forces X , Y, Z dont 
la valeur n'a pas changé sensiblement par le déplacement 
infiniment petit des points ; ces dernières donneront pour 
l'ëlétnent PQ, et, par conséquent, pour MN, les trois com- 
posantes 

acX, occT, asZ. 
Soient maintenant ^, |tji, v les angles que fait avec les axes 
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la dirççtlpn MS de 1^ ta^geiKe ; les co.mpp^antçs de la (qkcç 
qui a^t ^fi^ M sur l'éléupie^t MN seront 

— T cos > , — T cos /A , — T cos v , 

et les composantes de celle qui agit en N seront 

Tcos> -+-rf.TcosX, Tcos|x -h fl?.*ï'cos|x, Tcosv -h e/.Tcosv. 

Or, soit que 1'Q^ çpnsid^i^ rélëment MN comme rigide ou 
comme variable^ le n^ouvement de son centre de gravite sera 
toujours le même que si toute sa masse y était réunie, et 
que toutes les forces qui le sollicitent y fussent appliquées. 
D'ailleurs, le mouvement de ce centre de gravité diffèrç avissi 
peu qu'on voudra de celui du point M^ les équations du 
mouvement de ce dernier peuvent donc être considérées 
comme ne différant pas des suivantes : 

ef,Tcos> 4- aeX = ae -rr» 

dW 
rf.TcoSfA-i- oreY = a« ~T~^^ 

d^z 
d,T cos V + asZ = ae -r— 

' dt^ 

Si l'on divise tous les termes de ces équations par a et 

qu'on passe à la limite, les premiers termes deviendront 

respectivement les dérivées, par rapport h x, des trois 

quantités 

Tcos>, Tcpsft, Tcosv. 

Or, on pourra d'abord remplacer cos X par i , en négligeant 
les quantités très-petites du second ordre 5 ce qui donnera 

^.Tcos^ i d^u 

m ■■■ ■ - ■■■■M ■■ T^^ •>• — ■■ !■ ■ • 

dx S dx^ 



Quant à co^ |x et cos v , leurs valeurs sont très-petites du 

du 
dx 



premier ordre ^ et comme il en est de même de u et -t-> on 
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pourra l'ëduire Tcosjui , T cos v à r cos fx, r cos v. Si mainte^ 
liant ou désigne par dy, dz les différences des coordonnées 
j-, z des deux points infiniment voisins M, N, et par dx 
la différence PQ de leurs x^ on aura 



dy dz 
cos u = — ^ 5 cos V = » 



et comme MN ne diffère de PQ ou dx que d'une quantité 
infiniment petite par rapport à dx^ on pourra poser 



d'où il résultera 



dr dz 

cosa = — - , ces V -T- » 
dx dx 



d.Tcosu dW f/.Tcosv d^z 

ilx tix^ dx dx* 

et les équations du mouvement du fil seront 

d*u I d*u 

Les équations d'équilibre du fil, sous Faction des forces 
X , Y , Z , seront donc 

Sb dx* ' 

Si les forces X, Y, Z sont nulles, ou fonctions de ^ et a: 
seulement, les équations (i) montrent que les fonctions i/, 
y y z peuvent être calculées indépendamment les unes des 
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autres. Ainsi le mouvement longitudinal, déterminé par u, 
sera indépendant du mouvement transversal , déterminé 
par j' et z. 

Si les forces X, Y, Z sont nulles, les équations (i) se ré- 
duisent à 



-z 7-7? 



dt^ Ss dx^ 

d^X _ T d\y 
dr "" s d^x^ 

d'z _ T d^z 
~dF s dx 



,3 



Elles sont toutes les trois de même forme que celles qui 
déterminent le mouvement d'un gaz dans un tuyau cylin- 
drique, et elles donneraient lieu à des questions analogues 
à celles que nous avons résolues avec détail dans la théorie 
du mouvement des gaz. On trouverait ainsi que la vitesse 

de propagation dans le sens longitudinal est 1/ j-î et qu'elle 

est Kl - dans le sens perpendiculaire. On trouverait encore 

que la durée des vibrations longitudinales du fil ayant la 

longueur / est 2/ V^ Je, et Ton voit qu'elle est indépendante 
de la tension du fil; la durée des vibrations transversales 

1/— Elle est indépendante de J. 



sera 2 



/ 



Vibrations longitudinales des verges. 

215. On peut remarquer que l'équation qui détermine 
u a été obtenue sans supposer que le fil fût flexible et d'une 
petite épaisseur. Elle aurait lieu , par conséquent , pour une 
verge élastique dans laquelle on ne considérerait que des 
mouvements longitudinaux , qui seraient les mêmes pour 
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tous les points d'une même seclion transversale. L'allonge- 
ment â que subit Tunité de longueur, sous Taction d'une 
force égale à F unité , variera en raison inverse de Faire de 
la section transversale; mais la masse e de Tunité de l(m- 
gueur variera proportionnellement à cette même aire ; de 
sorte que le produit de sera indépendant de l'épaisseur de 
la verge. 

Lorsque les extrémités de la verge seront fixes , la durée 

des vibrations longitudinales sera toujours nl^âs, comme 
nous l'avons trouvée tout à l'beure dans le cas du fil élas- 
tique. Mais on peut encore se proposer de déterminer le 
mouvement de ces différents points lorsque ses deux extré- 
mités seront libres, ou lorsque l'une sera libre et l'autre 
fixe. 

La tension de la verge sera invariable à Textrémité libre, 

et Ton devra, par conséquent, avoir constamment — = o 

en ce point. Ces deux nouvelles questions n'offriront pas 
plus de difficulté que la première, où l'on a supposé les 
deux extrémités fixes. On trouvera que si les deux extré- 
mités sont libres, la durée des vibrations longitudinales est 
la même que si elles sont toutes deux fixes \ mais que , si 
Tune est fixe et l'autre libre , la durée des vibrations est 
double. Il y a donc une analogie complète entre les vibra- 
tions longitudinales des verges et celles des gaz rœifermés 
dans des tuyaux cylindriques -, une extrémité fixe de la verge 
correspondant à une extrémité fermée dans le tuyau , et une 
extrémité libre à une extrémité ouverte. 

Des petits mouvements d'un sj'stème quelconque de points. 

216. Considérons un système quelconque de points assu- 
jettis à des liaisons exprimées par des équations entre leurs 
coondounées , et dans un état d'équilibre stable , sous Tin- 
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flnence de farces qui dépendent d'une manière quelconque 
de ces mêmes coordonnées. Sî l'on écarte très-peu ces points 
de leur position d'équilibre, en leur imprimant de très- 
petites vitesses , et qu'on les abandonne ensuite à l'action 
des forces données , les accroissements des coordonnées res- 
teront toujours très-petits, puisque l'équilibre était stable. 
Nous allons nous proposer de déterminer ces accroissements 
en fonction du temps , et de reconnaître quelques propriétés 
générales dont ils jouissent. 

Soient a?, j", z les coordonnées d'un quelconque des 
points du système à un instant quelconque^ a^h^ c leurs 
valeurs dans la position d'équilibre , et m la masse de ce 
point \ posons 

OL^ &^ y seront des quantités très-petites, variables avec 
le temps , et dont dépendra à chaque instant la position du 
point m. 

Nous aurons de môme , pour un second point in'j 

et ainsi de suite pour tous les autres. 

Soient X , Y, Z les composantes de la force appliquée au 
point mj X', Y', Z' celles de la force appliquée à m', et 
ainsi de suite. Enfin , soient 

(i) L = o, M = o, N = o,... 

les équations données entre les coordonnées x^ y^ Zy 
x\y\.,.. On demande les équations qui détermineront les 
quantités très-petites a, 6, y, «', 6',..., en fonction du 
temps t. 

Si l'on remplace x , j^, . . . , par a-f-«, i-hS,..,, dans 
les équations précédentes , on pourra se borner dans les 
développements aux termes qui renferment les premières 
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puissances de a , £ , y , . . . . Ea observant d'ailleurs que les 
coordonnées a , £, c, . . . , satisfont à ces mêmes équations, 

on aura ainsi , en désignant par — ? ^v»-îlcsdérîvéespar 

rapport à x^ y^.... dans lesquelles on remplace x ^ y^, , 
par a, £,..., 

dl. dh^ dL dh , 

-d^'^-^Tb^'^'d^'^^d^'^-^'''^''^ 



Désignons par A, B, G, â',... les valeurs des fonctions 
X, Y, Z, X',.** àdJis les positions d'équilibre de tous les 
points^ on aura, dans une position voisine quelconque, 



(3) 



X 


= 


A -H 


dX 
da 


a + 


dX 
db 


6 + 


f/X 


-f- 


dX 

da' "" 


"H • • • j 


Y 


= 


B -h 


dY 
da 


« + 


dY 
db 


6 + 


rfY 
dcf 


4- 


. . . , 




Z 


= 


C-4- 


dZ 

da 


a-f- 


dZ 
db 


6 + 


• • • > 








X' 


• « 


A'+ 


dX' 
da 

• • • ' 


• • • • 


• • • 1 

• • • ) 


> • • • 




■ • 







L'équation générale qui détermine le mouvement du sys- 
tème sera , en observant que l'on a 

d^x __d^oi d^y _^^'^ 

~dF~~'dP'' "dF '^'dF^'"^ 

X — m'—']Sx-\-[Y-m—-]Sxl 
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les quantités dx^ dy^ dz^ dx\.,, satisfaisant aux condi- 
tions 

r/L . dTà - dlj _ 

-— ^o: -f- -r- ^^ -{- --- ^z -f- . . , = o, 
Ux dy dz . 

dm ^ dm ^ dm ^ 

(5) (^^" + -^^^+-^'^-*--- = "' 

rfN. rfN. rfN^ 

a.r dy dz 



Dans cejs équations (5), les coefficients diffèrent de ceux des 
équations (2) de quantités linéaires en a, 6, y,.».. 
Ainsi , par exemple , on a 

« 

//L dL d'L d'L ^ 

a 4- -.— rr 6 



dx da dà^ dadb 

et de même des autres. Les équations (5) déterminent un 
certain nombre de d en fonctions linéaires des autres , qui 
resteront entièrement arbitraires. Les coefficients qui affec- 
teront ces derniers dans ces fonctions pourront se décom- 
poser en deux parties : l'une finie, que l'on obtiendrait en 
faisant a = o, 6 = o, etc. , et l'autre qui renfermera linéai- 
rement les quantités très-petites a, 6, y,."* ^^ ^^ bornant 
à la première partie, on aurait évidemment l'expression 
des d relatifs à la position d'équilibre du système. 

Cela posé, si l'on substitue dans l'équation (4) les cJ tirés 
des équations (5), il faudra égaler à zéro les coefficients de 
tous ceux qui resteront et seront entièrement arbitraires. 
Mais il est facile de voir que ces coefficients pourront tou- 
jours être réduits à deux parties : Tune finie, et qui sera la 

même que si les forces X, Y, Z,..., et les fonctions ^ v 

avaient les valeurs relatives à la position d'équilibre -, l'au- 

d^ OL 

tre renfermant linéairement a, S, y,..., -tt'-»-} les pro- 
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doits de ces dernières quantités entre elles étant toujours 
négligés. Mais la première partie est nulle dans chacune de 
ces équations en vertu de l'équilibre; il ne reste donc que 

la seconde, dans laquelle les quantités a, 6, yv**9 ~7T' 

-7-rv entrent linéairement à tous les termes. 

Les équations ainsi obtenues devront être jointes aux 
équations (2) ; ces dernières déterminent un certain nom* 
bre des inconnues a, S, y, a',... en fonctions linéaires des 
autres *, et si l'on suppose qu'on élimine ainsi celles dont les 
indices sont les pilus élevés, et qu'on résolve ensuite les 
équations restantes, par rapport aux dérivées secondes, 
on arrivera définitivement à un système d'équations de 
la forme suivante, eu même nombre que les inconnues 
a, 6, y, a'... : 

— . =//ia-f-/?î,6-f-/W27 + /W3a'-f-. . . , 

— - = /la -h /?,6 H-/i,7 -{-/ija'-f-- . . , 
(6) ( //»7 



P2«' 



dt 



- =r /w'a -f- /w', 6 -h m\'j -h m\ </-{- . . , , 



217. 11 sera quelquefois utile d'exprimer les quantités 
a, 6, y, a',... au moyen d'autres variables indépendantes 
M, i^j TV,..., très-petites comme les premières, et il est fa- 
cile de reconnaître que les équations en u, f^, iv,..., seront 
de même forme que les. équations (6)-, car les expressions 
des quantités «, 6,... au moyen de i/, f^, w,... ne. renfer- 
meront que des termes où entreront les premières puissances 
de ces dernières ; et si l'on substitue ces expressions et leurs 
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dérivées secondespar rapport à £ dans les équations (6), on 
aura de nouvelles équa-tioos linéaivres qui donneront pour 

-^î lv>T'"* ^^^ expressions renfermant linéairement -à 
tous leurs termes les quantités m, i^, w,..., 

218. Superposition des moui^ements. — La forme des 
équations (6) conduit à une conséquence très-importante. 

'On reconnaît immédiatement que si plusieurs systèmes 
de Voleurs de a, 6, y,... 'y satisfont séparément, et que 
l'on ajoute 'ânseUible totftes les valeurs de « dans <ces difie- 
rents systèmes, que l'on ajoute de môme entre elles torites 
les vali^tfrs de 6 , et aiinsi de suite , on formera un nouveau 
système qui satisfera aux mêmes équations. Quant àl'étaft 
initistl des points dans le mou'vemenft représenté par ce der- 
nier système, on voit qu'il résulte de la superposition des 
étatsittitiâilx correspondants aux systèmes partiels 5 c-est-à- 
dire que les composantes des déplacements et des ^vitesses 
parallèlement aux axes, dans ces derniers, s'ajoutent algé- 
briquement pour former les composantes relatives à l'autre 
système. -Cette addition des composantes revient à la com- 
position des déplacements et des vitesses suivant 'les règles 
relatives aux forces , ce qui ne présentera jamais aucune 
difficulté, quel que soit le système des coordonnées. 

Ainsi, la superposition de plusieurs états initiaux déter- 
mine un mouvement tel , que le déplacement des points à 
une époque quelconque résulte de la superposition de ceux 
qui , à la même époque , s'observeraient dans les mouve- 
ments correspondants aux états initiaux partiels. 

Et, par conséquent, lorsqu'un système de points, assu- 
jettis à des liaisons quelconques, et soumis à l'action de 
forces quelconques , est écarté infiniment peu d'une posi- 
tion d'équilibre stable, puis abandonné à lui-même, les 
déplacements de ces différents points h une époque quelcon- 
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que pourront toujours être considërés comme résultant de 
la composition de ceux que l'on observerait à la même épo- 
que dans d'autres mouvements du même système , en nom- 
bre quelconque, et assujettis à cette seule condition, que la 
composition de leurs états initiaux, sous le rapport des dé- 
placements et des vitesses , donne pour résultat l'état initial 
proposé. 

219. Application au pendule conique, — Pour faire 
comprendre de suite l'utilité de ce principe , nous allons en 
faire l'application à un cas très-simple , que nous avons déjà 
traité par une autre méthode. 

Considérons un point matériel pesant, assujetti à rester 
à une distance constante d'un point fixe, et que l'on écarte 
infiniment peu de la verticale menée par ce point , en lui 
imprimant une très-petite vitesse horizontale. Ce problème 
a été résolu dans les n^' 319, 320 du premier volume de 
cet ouvrage ; nous emploierons les mêmes notations pour la 
nouvelle solution que nous allons en donner. 

Nous prenons pour origine le point fixe A (fig. 1 8) , pour 
axe des z la direction de la pesanteur, et nous ferons passer 
le plan des x, z par la position initiale AB du pendule. 
Soient M la position du point matériel à une époque quel- 
conque, P sa projection sur XY, C celle de B. Posons 

BAZ = a, MAZ = 0, PAX = >I;, AM = «, AP = r, 

et désignons par h la vitesse initiale. 

Nous ramènerons la question à deux autres plus simples 
en décomposant l'état initial dans les deux suivants. Dans 
le premier, nous supposerons le point matériel placé en B 
sans vitesse ^ et , dans le second , nous le supposerons dans 
la verticale AZ, et animé de la vitesse initiale donnée. La 
composition des déplacements à une époque quelconque, 
dans ces deux mouvements indépendants l'un de l'autre , 
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fêta connaître le déplacement cherché du point M pour la 
même époque. 

Si, dans le premier mouvement, nous désignons par (f 
l'angle variable formé par le pendule avec AZ, nous au- 
rons (n° 308, tome P*"), au degré d'approximation auquel 
nous nous arrêtons, 



(a) if 



= aCos./i/^ 



t)ans le second mouvement, soît w l'angle formé par le pen- 
dule avec AZ j et supposons que la direction de l'axe des y 
ait été choisie de telle sorte que la vitesse initiale Je porte le 
pendule dans l'angle Z A Y, correspondant aux valeurs posi- 
tives de (x> ; nous aurons alors 

(^) «::._Lsin.ry/f = esin.yf, 

en posant —-=6'. 

Les équations (a) et (i), faisant connaître la position du 
point à chaque instant ^ déterminent toutes les circonstances 
de son mouvement. 

220. Si l'on veut connaître les coordonnées rectangu- 
laires du point M, il faudra calculer son x au moyen de 
l'équation (a), et son j^ par l'équation (fc). La troisième 
coordonnée ne diffère de / que d'une quantité du second 
ordre. On la déduirait des deux premières au moyen de l'é- 
quation de la sphère; mais il est inutile de s'en occuper. 

Or, on a 

j: = / sin y , jr = / sin w , 

ou, en négligeant les quantités très-petile$ du lioisîèmç 
ordre, 

II. 23 
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On au L'a donc d'abord 



('•) 



*x=r/acos.f l/^, j- = /esin./t/^, 



et, comme tang^ = -* il en résultera 



lang;|;=: -taug.^ i/|. 

La valeur de /', ou AP, se d«yuït des ikpiatious (c), en. obn 
servant que /•* = x^ -h.X*; îl tMi lésulte 

/•' = /M a' cos'.r l/^ -t- 6» sin». t i/^ ] • 
On en déduira la valeur de Tangie 6» dont le sinus est -: ovt 



obtiendra ainsi 

9» =r a' cas' 



.,y/£ + e>sin'./y/f 



Enfin, si Fon veut connaître la piojection de la trajectoire 
sur le piano:, j^, il faudra éliminer / entre les équations (e),. 
«tVon trouvera 

ellipse dont les demi-axes sont /a , /o. 

Tous ces résultats coïncident avec ceux qui avaient été 
obtenus dans les numéros déjà ckés du premier volume. Il 
serait très-facile de généraliser celle question sous plusieurs 
rapports. 

Ainsi, d'abord, on pourrait supposer la vitesse initiale 
dans une direction quelconque sur la surface de la sphère. 
On la décomposerait alors en deux autres, Tune horizon- 
tale, Tautre dans le plan vertical passant par la position 
Initiale. On aurait alors à considérer deux mouvements^ 
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«im[Jos qui ne différeraient des précédents qu'en ce que 
dans l'état initial de Tun d'eux il y aurait à la fois déplace- 
■ment et vitesse. 

Si le point pesant, au lieu d'être situé sur une sphère, 
était sur un ellipsoïde ayant un de ses axes principaux sui-- 
vant la verticale, on décomposerait le déplacement initial 
en deux autres, parallèles aux deux axes horizontaux , et la 
vitesse initiale en deux autres, parallèles aux plans princi- 
paux. On chercherait alors le mouvement résultant du dé- 
placement et de la composante de la vitesse, parallèlement à 
Tun des plans \ ce qui ramènerait à un mouvemeni sur le 
eercle osculateur de celte ellipse principale. On chercherai t 
ensuite le mouvement sur le cercle osculateur de la seconde 
section , d'après le déplacement et la composante de la vi- 
tesse parallèlement au second plan. On serait ainsi ramené 
à deux mouvements simples, que l'on composerait comme 
dans le cas précédent. 

Enfin, si le point pesant était situé sur une surface quel- 
conque, et très-peu écarté du point où le plan tangent esC 
horizontal , on remplacerait cette surface par un ellipsoïde 
passant par oe point et ayant ses sections principales de 
même courbure et de même direction que celles de la sur- 
face en ce même point ; et le problème serait le même que 
le précédent. 

221 . Du cas ou F on introduit de noui^elles forces. -^ 
Nous avons obtenu les équations (6) en supposant seulement 
que les points du système aient été dérangés, de leur position 
d'équilibre, et qu'on leur ait conmiuniqué certaines vi- 
tesses initiales. Mais qXï généraliserait la question en intro- 
duisant de nouvelles forces, susceptibles de ne produire 
que des déplacements très-petits. C'est ce que nous allons 
faire maintenant, en supposant toutefois que ces forces 
soient indépendantes du temps ainsi que des quantités 

23. 
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« . c , y , . . . . On arrive , dans ce cas, à des résttltaU géné- 
raux qui méritent d*ùtrc remarqués. 

II est facile de voir d'abord que les équations différen* 
tielles de ce nouveau mouvement ne différeront des équa- 
tions (6) que par Tadditiou de termes constants. En effet, 
il faudra dans TéquaCion (4) augmenter X, Y, Z, . . . , des 
composantes respectives des nouvelles forces', et, en con- 
tinuant le calcul comme précédemment, on voit que les 
seconds membres des équations (6) se trouveront seulement 
augmentés de termes qui renfermeront chacun une de ces 
composantes au premier degré. 

Les équations dilléren tielles de la question actuelle se- 
ront donc 

— p- = H -h /// » H- w, 6 -+- 'WaV -H Waa' -f- • . t 

- r= K -H « a -h w, 6 H- . . . , 



(7) 



dt 



f/t 



^=: L -h pet -h /?i 6 -h . . . , 



_. = H' -h m'a 4- w',6 -h . . . , 



Ces équations feront connaître a, 6, y, ... en fonction de t^ 
çt les constantes arbitraires seront déterminées par Tétat 
initial. Elles peuvent aussi faire connaître le nouvel état 
d'équilibre du système , après l'introduction des nouvelles 
forces. En effet, il suiSt de supposer a, 6, y,. • . constants 
dans les équations (7) •, leurs seconds membres se trouvent 
alors égaux ^ zéro , et donneront les valeurs chercliées des 
déplacements de tous les points, qui conviennent avi nou- 
vel équilibre. 

^22. Les équations (7) peuvent être ramenées à la même 
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foriue que les équations (6), en posant 

(8) a = a, -f- i, § =: S, 4- >j, 7 = 7, -|- Ç, ot' =: ol\ H- ç', . . , 

^1) ^it 7i)*** étant des constantes déterminées par les 
équations suivantes : 

H -4- wa, -h /y/, 6, 4- ffiifi 4-* . .= ", 

(9) ( K4- «a, 4- «,6, 4- /laYi 4- . . = 0, 



Les équations (7) deviennent alors, par la substitution des 
valeurs de a, 6,. . . données par les équations (8), 

— — rz: /wÇ4- ffl^Yi 4- /W2Ç4- Wj? -h. . ., 

-— = pi 4- /v,n 4- Pi^ 4-. . . , 



<]es équations ne diffèrent des équations (6) que par le 
changement de a, 6, 7, ... en Ç, y,, Ç, ... . On remarquera, 
en outre, que les valeurs de a,, 6,, 7,, ... , que donneront 
les équations (9), sont précisément celles qui se rapportent 
à l'équilibre du système après Tintroduction des nouvelles 
forces, et que, par conséquent, f, ^î? Ç, • • • sont les dépla- 
cements des points par rapport à cette position d'étjuilibre. 
Enfin les équations (8) font voir que les valeurs ini- 
tiales de -7-5 -j-y -r-7'» • sont les mêmes que celles de 
e/i fie di ^ 

T-' -7-' -ry""> tandis que les valeurs initiales de c, >;, 

ri£ de fit * 's ' ' 

Ç,. •• sont égales à celles de a, 6, y,... respectivement dimi- 
nuées do »!, Si, 7i,.... 
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De là se déduit ce théorème remarquable et simple : 
Lorsquun système quelconque de points est très-peu 
dérangé d'une position d'équilibre stable, et quon y intro* 
duit 9 en outre, do nouvelles forces constantes et très-^ 
petites, le moui^cmcnt de chacun de ces points par rapport 
à sa nouv^elle position d'équilibre sous Vinjluence des pre- 
mières et lies secondes forces réunies , est le même que celui 
que Von observerait par rapport à la première position 
(t équilibre y si Von donnait au système un état initial qui 
fût le même y par rapport à cette position y que V état initial 
proposé est par rapport à la seconde position d*çquilibrc. 
Ce théorème, étant indépendant du nombre et des dis- 
tances mutuelles des points, subsiste encore lorsque leur 
système peut être regardé comme continu. Il aura donc lieu 
dans tous les petits déplacements des fluides ou des solides 
élastiques, et, par conséquent, dans toutes les questions 
que nous avons traitées précédemment. 

223. On peut, à priori, se rendre compte de cette pro- 
position, à laquelle un calcul très-simple vient de nous con- 
duire. Nous remarquerons d'abord que, le noi^vel état d^ér 
quilibre du système après F introduction des nouvelles forces., 
^tant très- voisin du premier, les équations qui détermine- 
raient le mouyenient résultant d^uu dérangemeiiit par rap- 
port à ce nouvel état, ne différeraient pas des équations (6)\ 
car les coefficients ne pourraient avoir varié que de quanti- 
tés de Tordre de a, 6,..., et ces variations ne produiraient 
4an8 les équations que des termes de Tordre de ceux qui 
ont été négligés. De sorte qu'un tnême dérangement des 
points relativement à Fune ou Tautre de ces deux posi- 
tions d'équilibre donnerait lieu, par rapport à elles, à des 
mouvements respectivement identiques pour chaque point : 
ce qui démontre le théorème précédent. 

Ps^ns le cas particulier où il n'y aurait pas de dérange- 
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ment initial, le mouvement serait produit par les nouvelles 
forces seulement, et il serait le même que si Ton partait 
d'un état initial où les déplacemenls seraient, au signe près, 
ceux qui correspondent au nouvel équilibre , et les vitesses 
nulles. 

224. Superposition (tas effets. — La question étant ra- 
menée ainsi à la première, dans laquelle il y a un simple 
dérangement du système, sans introduction de nouvelles 
forces, le principe de superposition déjà démontré s'y appli- 
quera. Or, Télat initial peut être considéré comme la super- 
position de deux autres , dont Tun serait le proposé , et l'au- 
tre consisterait uniquement dans les déplacements, changés 
de signe , qui font passer de la première position d'équili- 
bre à la seconde , et qui sont, au signe près, les valeurs de 
P^i » ^n 7i V tirées des équations (9). * 

D'où l'on voit que le mouvement cherché résultera de la 
superposition de deux autres : l'un correspondant à Pétat 
initial proposé ^ sans introduction de nouvelles forces; 
l'autre correspondant ci Vhilroduction de ces forces , sans 
déplacement ni vitesse dans Vétat initial. 

Quant au premier de ces deux mouvements, nous avons 
déjà démontré qu'il pouvait se décomposer d'une infinité 
de manières ; et il est facile de voir qu'il en est de môme du 
second : car la forme des équations (9) montre que si Ton 
partage les quantités H, R, L,... en un même nombre de 
parties quelconques, qui pourront être nulles*, que l'on ne 
prenne d'abord que les premières parties , puis les secondes 
seulement, et ainsi de suite, les valeurs de «i , êi,... qui 
satisferont à ces «systèmes partiels étant respectivement 
ajoutés, formeront la solution des équations (9). Or, si l'on 
parlage les forces introduites en un nombre quelconque de 
groupes, les termes tout connus qu'ils donneit)nt dans les 
équations d'équilibre étant ajoutés entre eux^ formeront 
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respeclivcment les quantités H, K, L,.*-* Donc les valeurs 
de «1, 6iv** qu^ correspondront à chacun de ces groupes 
étant respectivement ajoutés, formeront les déplacements 
produits par les forces introduites. Or, les eflets des dépla- 
cements s'ajoutent; donc ceux que les diuers groupes de 
forces produiront y se superposeront eux-mêmes. 

225. Intégration des équations, — Intégrons mainte- 
nant les équations (6) auxquelles tous les cas se ranxènent, 
et dont le nombre, que nous désiguerons par n , est ^al à 
celui des coordonnées indépendantes. 

On aura une solution de ces équations en posant 

a = sin [rt -4- .v), 
€ = R, sin(r/ -h^), 
• 7 = R, sin{/*r4-f), 



Substituant ces expressions dans les équations (6), Bi, 
R,,... n'entreront qu'au premier degré, et, si on les éli- 
mine, on reconnaîtra facilement que l'équation finale en r 
sera du degré n par rapport à l'inconnue r^\ on aura 
ainsi n valeurs pour r, en ne considérant pas les valeurs 
négatives, parce que les solutions qu'elles donneraient ren- 
treraient dans les autres. Ces valeurs seront toutes réelles 
et inégales, sans quoi les inconnues s'exprimeraient par des 
exponentielles ou des termes algébriques qui croîtraient 
avec le temps, ce qui est contraire à l'hypothèse d'un 
équilibre stable. Il faut en excepter toutefois les cas parti- 
culiers où les coefficients de ces termes se trouveraient nuls 
d'après Fétat initial. 

Chaque valeur de /* déterminera un système unique de 
valeurs pour Rj, Rj,..., à moins qu'il n'y ait indétermii- 
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nation; et si Ton multiplie les valeurs de a, 6, y,.* • P^^ 
une coustante arbitraire R, on aura encore une solution 
des équations (6), et il entrera dans chaque inconnue les 
deux constantes arbitraires R et s. En ajoutant les solu* 
tions obtenues aîusi pour chacune des n valeurs de r, on 
aura la solution générale des équations (6) , puisqu'il y en- 
trera 2/i constantes arbitraires R, R',..., s^ 5',.... Hle 
sera donnée par les formules suivantes : 

a = Rsin ( rr r4- 5 ) -h R' sin (r'f H- a') H-. . ., 
, , . 6 = RR,sin(r/-l- j)4-R'R' sin{r'^-h/)-h..., 

(il) < V / I N / 

' 7 = RR,5in(Af H-5)-h R'R', sin(r'^-f-/) -+-. . ., 



Les in constantes se détermineront par les valeurs iui- 

• 11 /> / (la d^ 

tiaies aea,o,y,a,...,— , —9 



• • • 



(it ' rie 

226. Décoinposùion du mouv^enient en oscillations sim- 
ples. — Les mouvements particuliers du système qui cor- 
respondent à chacune des n valeurs r, /*',... jouissent de 
quelques propriétés remarquables. Considérons, par exem- 
ple, la première : nous aurons 

a =r R sin (r^ -i- 5), 

6 = RR, sin(r^-4- j), 

Y = RRssin {rt -\- s), 

a' = RR3sin(r^H- s). 



. • ■ • • • • 



Or, les déplacements a, 6, y étant dans des rapports con- 
stants, quel que soit ty il s^ensuit que le mouvement du 
point m est rectiligne ; et il en est de même de tous les au- 
tres. On voit, de plus, que ce mouvement est périodique, 

et que la durée de la période est — *• Ainsi, tous les points 
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font des oscillations rectilignes de même dorée ^ ils corn* 
mcncent et finissent ces oscillations en même temps, et les 
espaces qu'ils parcourent sont dans des rapports constants. 
C'est là ce que nous appellerons un mouvement simple du 
système. 

Maintenant la seule inspection des équations (ii) dér- 
montre la proposition suivante : 

Tout mouvement cVun système de points en nombre 
fini, qui ont. été dérangés i:ifinimf^nt peu d'une position 
d'équilibre stahlcy peut ctra considéré comme résultant 
de la composition des diverses oscillations simples dont il 
est susceptible. 

Ces oscillations sont en nombre égal à celui des coordon» 
nées indépendantes, à moins qu'il n'y en ait une infinité, 
comme nous l'avons remarqué précédemment : celles d'un 
même système sont synchrones, ou de même période ; leurs 
directions diverses et la durée de la période dépendent uni- 
quement de la nature du système, mais leurs amplitudes et 
les coefficients qui les affectent dans la solution générale, 
dépendent de l'état initial d'où l'on part. 

227. Considérons comme exemple le cas très-simple d'un 
point unique, soumis à la seule action de la pesanteur, et 
assujetti à rester- sur une surface quelconque. Si on Fé' 
carte de sa position d'équilibre au point le plus bas de la 
surface, et qu'on lui imprime une très-petite vitesse, il 
peut décrire une infinité de courbes différentes, dépen- 
dantes de l'état initial^ mais, comme il n'y a que deux 
coordonnées indépendantes, il n'existe que deux systèmes 
d'oscillations simples, et l'on prouvera facilement qu'elles 
ont lieu suivant les deux lignes de courbure de la surface 
au point le plus bas. Tout autre mouvement résultera de 
la combinaison de ces dcux-là dans des proportions convc- 
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nables. Dans le cas où tous les rayons de courbure seraient 
égaux en ce point, toutes les sections normales pourraient 
être le lieu d'oscillations simples^ et il y en aurait alor» 
une infinité. 

228. Si les différentes racines r, r'^,... sont commensu- 
rables entre elles, le système repassera périodiquement 
par les mêmes états*, car soit /ut leur plus grande commune 
mesure, on aura 

/i, /i',... étant des nombres entiers qui n'ont pas de fac- 
teur commun. Or, pour que les valeurs de a, 6,... se re- 
produisent périodiquement après un intervalle de temps 0, 
il faut que les produits /i//0, /i'|ui0,... soient des multiples 
de a /r, c'est-à-dire que l'on ait, en désignant par Z , A',... 
des nombres entiers, 

Api&r=27rX-, //pÔ = 27r X ', .... 

On voit facilement que les nombres A, â',.-» ayant entre 
eux les mêmes rapports que A, h\,.. qui sont premiers 
entre eux, les plus petites valeurs de /c, fc',... seront /i, 
A',..., et l'on aura 

Telle sera la durée de la période; elle serait infinie si Ton 
avait fz = o, c'est-à-dire s'il n'y avait pas de commune me- 
sure entre r, /•', Dans ce cas, le mouvement ne serait 

•* donc pas périodique; et même le système ne passerait ja- 
mais par deux états identiques quant aux positions et aux 
vitesses; car, si cela était, tous les états suivants se repro- 
duiraient identiquement, et le mouvement serait pério- 
dique. 

Le principe de la décomposition de tout mouvement in- 
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finimeut petit d'un système de points, dans les mouvemehts 
simples dont il est susceptible, étant indépendant du nombre 
des points, s'applique à un gaz ou à un liquide renfermé 
dans un vase fermé de tous côtés, ou à un corps solide 
élastique. Dans ces divers cas , le nombre des points est im- 
mense, mais nécessairement fini. Cependant, pour la facilité 
des calculs, il sera bon de considérer la matière comme 
continue, et, par conséquent, le nombre des points maté^ 
ricis comme infini. Les mouvements simples seront alors 
en nombre infini. Les déplacements de tous les points, cor- 
respondants à un (juelconque de ces mouvements , seront 
toujours le produit d'une même fonction du temps repré-* 
sentée par un sinus et un cosinus, par une fonction des 
coordonnées de ces points. Et le mouvement le plus général 
du système jK>urra être représenté par une série composée 
d'un nombre infini de termes , correspondants chacun à 
l'un des mouvements simples dont le système est suscep-* 
tîble. 
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